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T�K� W SLU�AE NESOBL�DENIQ �TOGO USLOWIQ REZULX

TATY WERIFIKACII NE BUDUT IMETX SMYSLA�

����� pOSTROENIE DOKAZATELXSTW

sU�ESTWUET DWA OSNOWNYH METODA POSTROENIQ FORMALX

NOGO DOKAZATELXSTWA TOGO� �TO MODELX UDOWLETWORQET

ILI NE UDOWLETWORQET SWOEJ SPECIFIKACII�

�� model checking �MC�� ISPOLXZOWANIE KOTOROGO
DA�T NAIBOLX�IJ �FFEKT W TOM SLU�AE� KOGDA MO

DELX NE UDOWLETWORQET SPECIFIKACII� I

�� LOGI�ESKIJ WYWOD� KOTORYJ BOLEE �FFEKTIWEN
�PO SRAWNENI� S MC� DLQ OBOSNOWANIQ TOGO� �TO
MODELX UDOWLETWORQET SPECIFIKACII�

pOSKOLXKU ZARANEE NEIZWESTNO� UDOWLETWORQET LI MO

DELX SPECIFIKACII ILI NET� TO DLQ WERIFIKACII MODE

LI SLEDUET PRIMENQTX ODNOWREMENNO OBA METODA�

Model checking

MC PREDSTAWLQET SOBOJ AWTOMATI�ESKIJ ANALIZ MODE

LI� KOTORAQ MOVET BYTX ZADANA

� LIBO QWNO� PUT�M PERE�ISLENIQ WSEH SOSTOQNIJ I

SOEDINQ��IH IH R�BER

� LIBO NEQWNO� PUT�M ZADANIQ BULEWYH FUNKCIJ� IZ

OBRAVA��IH OTNO�ENIE PEREHODOW I MNOVESTWO

NA�ALXNYH SOSTOQNIJ�

eSLI MODELX NE UDOWLETWORQET SPECIFIKACII� TO W
KA�ESTWE DOKAZATELXSTWA �TOGO FAKTA MC PRED�QWLQ

ET OPROWERGA��EE WY�ISLENIE� T�E� POSLEDOWATELX

NOSTX DEJSTWIJ MODELI� NA KOTOROJ NARU�AETSQ �TA SPE

CIFIKACIQ�

lOGI�ESKIJ WYWOD

kAK PRAWILO� LOGI�ESKIJ WYWOD ZAKL��AETSQ W POSTRO

ENII I FORMALXNOM OBOSNOWANII UTWERVDENIJ �NAZYWA

EMYH INWARIANTAMI�� KOTORYE DOLVNY OBLADATX SLE

DU��IMI SWOJSTWAMI�

�� INWARIANTY ISTINNY W NA�ALXNYJ MOMENT RABO

TY SISTEMY

�� INWARIANTY SOHRANQ�T SWO� ISTINNOSTX POSLE KA

VDOGO �AGA RABOTY SISTEMY� I

�� IZ KON��NKCII DANNYH INWARIANTOW SLEDUET SPE

CIFIKACIQ SISTEMY�

�



gLAWA �

mODELI SISTEM

w DANNOJ GLAWE RASSMATRIWA�TSQ MODELI PROGRAM

MNYH SISTEM� SOSTOQ�IH IZ PROGRAMM� KOTORYE WZAI

MODEJSTWU�T DRUG S DRUGOM POSREDSTWOM OB�IH PERE

MENNYH�

��� wYRAVENIQ

����� pONQTIE WYRAVENIQ

mY PREDPOLAGAEM� �TO ZADANY

� NEKOTOROE MNOVESTWO Types TIPOW� I KAVDOMU

TIPU � � Types SOPOSTAWLENO KONE�NOE MNOVESTWO
D� ZNA�ENIJ DANNOGO TIPA

� MNOVESTWO V ar PEREMENNYH� PRI��M KAVDOJ PE

REMENNOJ x � V ar SOPOSTAWLEN TIP � �x� � Types

� MNOVESTWO Fun� �LEMENTY KOTOROGO NAZYWA�TSQ

FUNKCIONALXNYMI SIMWOLAMI� PRI��M KAV

DOMU f � Fun SOPOSTAWLENY


 TIP � �f�� QWLQ��IJSQ ZNAKOSO�ETANIEM WIDA

���� � � � � �k�� � �����

GDE ��� � � � � �k� � � Types� I


 FUNKCIQ� OBOZNA�AEMAQ TEM VE SIMWOLOM f �
I IME��AQ WID

f � D�� � � � ��D�k �D�

iZ PEREMENNYH� ZNA�ENIJ I FUNKCIONALXNYH SIMWO

LOW MOVNO STROITX WYRAVENIQ� kAVDOMU WYRAVENI�
e SOPOSTAWLQETSQ NEKOTORYJ TIP � �e��

� kAVDAQ PEREMENNAQ x � V ar QWLQETSQ WYRAVENI

EM TIPA � �x��

� dLQ KAVDOGO TIPA � � Types PROIZWOLXNYJ �LE

MENT MNOVESTWA D� QWLQETSQ WYRAVENIEM TIPA � �
tAKIE WYRAVENIQ NAZYWA�TSQ KONSTANTAMI�

� dLQ


 KAVDOGO SPISKA WYRAVENIJ e�� � � � � ek� I


 KAVDOGO FUNKCIONALXNOGO SIMWOLA f � TIP KO

TOROGO IMEET WID

�� �e��� � � � � � �ek�� � �

ZNAKOSO�ETANIE

f�e�� � � � � ek�

QWLQETSQ WYRAVENIEM TIPA � �

sOWOKUPNOSTX WSEH PEREMENNYH� WHODQ�IH W WYRA

VENIE e� OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM V ar�e��

����� oZNA�IWANIQ

pUSTX e � NEKOTOROE WYRAVENIE�
oZNA�IWANIEM PEREMENNYH� WHODQ�IH W e� NAZY


WAETSQ SOOTWETSTWIE �� KOTOROE SWQZYWAET KAVDU� PE

REMENNU� x IZ e S NEKOTORYM ZNA�ENIEM ��x� � D��x��

kAVDOE OZNA�IWANIE � PEREMENNYH IZ e SOPOSTAWLQ

ET WSEMU WYRAVENI� e NEKOTOROE ZNA�ENIE ��e�� OPRE

DELQEMOE REKURSIWNO�

� ESLI e � x � V ar� TO ��e� UVE OPREDELENO

� ESLI e � D� � TO ��e� SOWPADAET S e

� ESLI e � f�e�� � � � � ek� TO

��e� � f���e��� � � � � ��ek��

wYRAVENIQ e� I e� NAZYWA�TSQ �KWIWALENTNYMI�
ESLI DLQ KAVDOGO OZNA�IWANIQ � WHODQ�IH W NIH PERE

MENNYH IMEET MESTO RAWENSTWO

��e�� � ��e��

zNAKOSO�ETANIE e� � e� WYRAVAET TOT FAKT� �TO e� I
e� �KWIWALENTNY�

����� bULEWOZNA�NYE WYRAVENIQ

mNOVESTWO Types SODERVIT TIP bool� ZNA�ENIQMI KO

TOROGO QWLQ�TSQ KONSTANTY � I ��

bULEWOZNA�NYM WYRAVENIEM NAZYWAETSQ WYRA

VENIE TIPA bool�

�



bULEWOZNA�NOE WYRAVENIE e NAZYWAETSQ ISTINNYM
NA OZNA�IWANII �� ESLI ��e� � �� I LOVNYM NA �� ESLI
��e� � ��

mNOVESTWO Fun SODERVIT SIMWOLY BULEWSKIH OPE

RACIJ �� �� �� GDE

� SIMWOL � IMEET TIP

bool� bool

� SIMWOLY � I � IME�T TIP

�bool� bool�� bool

fUNKCII� SOOTWETSTWU��IE �TIM SIMWOLAM� OPREDE

LQ�TSQ TO�NO TAK VE� KAK W LOGIKE WYSKAZYWANIJ�

dLQ KAVDOGO BULEWOZNA�NOGO WYRAVENIQ e WYRAVE

NIE �e MOVET TAKVE OBOZNA�ATXSQ SIMWOLOM e�

kAK I W LOGIKE WYSKAZYWANIJ� SIMWOLY � I � PI

�UTSQ NE PERED� A MEVDU WYRAVENIQMI� KOTORYE ONI
SWQZYWA�T�

dLQ PROIZWOLXNOGO SPISKA e�� � � � � ek BULEWOZNA�NYH
WYRAVENIJ ZNAKOSO�ETANIQ

e� � e� � � � �� ek I e� � e� � � � �� ek

QWLQ�TSQ SOKRA��ENNOJ ZAPISX� WYRAVENIJ

e� � �e� � �� � �� ek� � � �� I e� � �e� � �� � �� ek� � � ��

SOOTWETSTWENNO� dANNYE WYRAVENIQ TAKVE MOGUT OBO

ZNA�ATXSQ ZNAKOSO�ETANIQMI���

�	
e�

� � �

ek


��
�� I



�� e�

� � �

ek

�
��

SOOTWETSTWENNO�
dLQ KAVDOJ PARY e�� e� BULEWOZNA�NYH WYRAVENIJ

� ZNAKOSO�ETANIE e� � e� QWLQETSQ SOKRA��ENNYM
OBOZNA�ENIEM BULEWOZNA�NOGO WYRAVENIQ

e� � e�

� ZNAKOSO�ETANIE e� � e� QWLQETSQ SOKRA��ENNYM
OBOZNA�ENIEM WYRAVENIQ

�e� � e�� � �e� � e���

dLQ KAVDOGO SEMEJSTWA BULEWOZNA�NYH WYRAVENIJ

WIDA fei j i � Ig I KAVDOGO USLOWIQ ��i� NA �LEMENTY
MNOVESTWA INDEKSOW I ZNAKOSO�ETANIQV

��i� ei I
W
��i� ei �����

OBOZNA�A�T BULEWOZNA�NYE WYRAVENIQ

ei� � � � �� eik I ei� � � � �� eik

GDE fi�� � � � � ikg � MNOVESTWO WSEH INDEKSOW i � I� UDOW

LETWORQ��IH USLOWI� ��i�� eSLI MNOVESTWO TAKIH IN

DEKSOW PUSTO� TO ����� SOWPADA�T S KONSTANTAMI � I �
SOOTWETSTWENNO�

��� pROGRAMMY

����� pONQTIE PROGRAMMY

pROGRAMMA PREDSTAWLQET SOBOJ GRAF �OBY�NO NAZYWA

EMYJ BLOK
SHEMOJ�� oDNA IZ WER�IN PROGRAMMY WY

DELENA� I NAZYWAETSQ NA�ALXNOJ� kAVDAQ WER�INA v
POME�ENA NEKOTORYM OPERATOROM Op�v� ODNOGO IZ SLE

DU��IH WIDOW�

NA�ALO� dANNYM OPERATOROM POME�ENA TOLXKO NA�ALX

NAQ WER�INA� Op�v� IMEET WID

Init �����

GDE Init � BULEWOZNA�NOE WYRAVENIE� NAZYWAEMOE
PREDUSLOWIEM PROGRAMMY�

PRISWAIWANIE� Op�v� IMEET WID

x �� e �����

GDE x � PEREMENNAQ� I e � WYRAVENIE TOGO VE TIPA�
�TO I x�

PROWERKA USLOWIQ�

Op�v� � b �����

GDE b � BULEWOZNA�NOE WYRAVENIE�

OSTANOWKA� Op�v� � halt

iZ WER�IN S METKOJ WIDA ������ ������ WYHODIT TOLX

KO ODNO REBRO� iZ WER�IN S METKOJ WIDA ����� WYHODQT
DWA REBRA� ODNO IMEET METKU ���� DRUGOE � METKU ����
iZ WER�IN S METKOJ halt NE WYHODIT NI ODNOGO REBRA�

fUNKCIONIROWANIE PROGRAMMY PROISHODIT OBY

�NYM OBRAZOM� I ZAKL��AETSQ W OBHODE E� WER�IN� S
WYPOLNENIEM OPERATOROW� SOPOSTAWLENNYH PROHODIMYM
WER�INAM� pOSLE WYPOLNENIQ OPERATORA� SOOTWETSTWU

��EGO TEKU�EJ WER�INE� PROISHODIT PEREHOD PO WYHO

DQ�EMU IZ NE� REBRU K SLEDU��EJ WER�INE� nA KAVDOM
�AGE FUNKCIONIROWANIQ KAVDAQ PEREMENNAQ PROGRAM

MY SODERVIT NEKOTOROE ZNA�ENIE� zNA�ENIQ PEREMEN

NYH W NA�ALXNYJ MOMENT DOLVNY UDOWLETWORQTX PRE

DUSLOWI��

oPERATORY WYPOLNQ�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

� oPERATOR ����� ZANOSIT ZNA�ENIQ WYRAVENIQ e W
PEREMENNU� x�

� oPERATOR ����� WY�ISLQET ZNA�ENIE WYRAVENIQ b�
I


 ESLI ONO RAWNO �� TO PROISHODIT PEREHOD K

SLEDU��EJ WER�INE PO REBRU S METKOJ ����


 INA�E 
 PO REBRU S METKOJ ����

� oPERATOR halt ZAWER�AET WYPOLNENIE WSEJ PRO

GRAMMY�

�



����� gRAFOWYE MODELI PROGRAMM

gRAFOWAQ MODELX PROGRAMMY PREDSTAWLQET SOBOJ

GRAF G� KAVDOE REBRO KOTOROGO IMEET METKU� NAZYWA

EMU� DEJSTWIEM� oDNA IZ WER�IN GRAFOWOJ MODELI

WYDELENA� I OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM Start�G��
gRAFOWAQ MODELX PROGRAMMY STROITSQ SLEDU��IM

OBRAZOM�

�� nA KAVDOM REBRE PROGRAMMY RISUETSQ TO�KA� nA

RISOWANNYE TO�KI QWLQ�TSQ WER�INAMI GRAFOWOJ

MODELI� wER�INOJ Start�G� QWLQETSQ TO�KA� NA

RISOWANNAQ NA REBRE PROGRAMMY� WYHODQ�EM IZ

E� NA�ALXNOJ WER�INY�

�� dLQ

� KAVDOJ WER�INY v PROGRAMMY� I

� KAVDOJ PARY a�� a� R�BER PROGRAMMY� TAKIH�
�TO a� WHODIT W v� A a� 
 WYHODIT IZ v

RISUETSQ REBRO GRAFOWOJMODELI� SOEDINQ��EE TO

�KU NA a� S TO�KOJ NA a�� I EGO METKA

� SOWPADAET SOp�v�� ESLI Op�v� IMEET WID ������

� IMEET WID b�� ESLI Op�v� IMEET WID ������ I
a� POME�ENO SIMWOLOM ���

� IMEET WID b�� ESLI Op�v� IMEET WID ������ I
a� POME�ENO SIMWOLOM ����

�� dLQ

� KAVDOJ WER�INY v S METKOJ halt� I

� KAVDOGO REBRA a PROGRAMMY S KONCOM W v

RISUETSQ REBRO� NA�ALOM I KONCOM KOTOROGO QWLQ

ETSQ TO�KA NA a� I EGO METKA IMEET WID ��

��� pROGRAMMNYE SISTEMY

pROGRAMMNOJ SISTEMOJ NAZYWAETSQ NEKOTORAQ KO

NE�NAQ SOWOKUPNOSTX PROGRAMM�

fUNKCIONIROWANIE SISTEMY ZAKL��AETSQ W ISPOL

NENII WHODQ�IH W NE� PROGRAMM� I MOVET PROISHODITX
DWUMQ SPOSOBAMI�

� POSLEDOWATELXNOE ISPOLNENIE� W KAVDYJ TAKT
WREMENI


 ISPOLNQETSQ DEJSTWIE TOLXKO W ODNOJ IZ PRO

GRAMM� I


 WSE OSTALXNYE PROGRAMMY NA �TOM TAKTE WRE

MENI PRIOSTANAWLIWA�T SWO� RABOTU�

� PARALLELXNOE ISPOLNENIE� W KAVDYJ TAKT WRE

MENI ISPOLNQETSQ DEJSTWIE W KAVDOJ PROGRAMME�
PRI��M WSE DEJSTWIQ NA�INA�TSQ I ZAKAN�IWA�T

SQ ODNOWREMENNO�

��� sISTEMY PEREHODOW

����� pONQTIE SISTEMY PEREHODOW

sISTEMOJ PEREHODOW �sp� NAZYWAETSQ PQT�RKA S WI

DA

S � � P� Q� �� L� Q� � �����

KOMPONENTY KOTOROJ IME�T SLEDU��IJ SMYSL�

�� P � MNOVESTWO� �LEMENTY KOTOROGO NAZYWA�TSQ

UTWERVDENIQMI�

�� Q � MNOVESTWO� �LEMENTY KOTOROGO NAZYWA�TSQ

SOSTOQNIQMI sp S�

�� � � BINARNOE OTNO�ENIE NA Q �T�E� � 	 Q � Q��
NAZYWAEMOE OTNO�ENIEM PEREHODA�

�� L � FUNKCIQ WIDA

L � Q�P � f�� �g

NAZYWAEMAQ OCENKOJ� KOTORAQ IMEET SLEDU��IJ
SMYSL� DLQ KAVDOGO q � Q I KAVDOGO p � P UTWE

RVDENIE p S�ITAETSQ

� ISTINNYM W SOSTOQNII q� ESLI L�q� p� � ��

� LOVNYM W SOSTOQNII q� ESLI L�q� p� � ��

wYRAVENIE L�q� p� MOVET ZAPISYWATXSQ BOLEE KOM

PAKTNO W WIDE ZNAKOSO�ETANIQ q�p��

�� Q� 	 Q � MNOVESTWO NA�ALXNYH SOSTOQNIJ�

sp UDOBNO RASSMATRIWATX KAK GRAF�

� WER�INAMI KOTOROGO QWLQ�TSQ SOSTOQNIQ� I

� DLQ KAVDOJ PARY �q� q�� � � GRAF SODERVIT REBRO

IZ q W q��

nIVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX SLEDU��IE OBOZNA�E

NIQ� DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ q � Q

��q�
def
� fq� � Q j �q� q�� � �g

����q�
def
� fq� � Q j �q�� q� � �g

����� pUTI W sp

pUTX W sp ����� � �TO POSLEDOWATELXNOSTX SOSTOQNIJ

� � � q�� q�� � � � � �����

TAKAQ� �TO DLQ KAVDOGO i 
 � qi�� � ��qi��
eSLI POSLEDOWATELXNOSTX ����� BESKONE�NA� TO PUTX

� NAZYWAETSQ BESKONE�NYM� W PROTIWNOM SLU�AE ON

NAZYWAETSQ KONE�NYM� kAK PRAWILO� POD PUTQMI POD

RAZUMEWA�TSQ BESKONE�NYE PUTI� A ESLI RASSMATRIWAE

MYJ PUTX QWLQETSQ KONE�NYM� TO �TO SPECIALXNO OGO

WARIWAETSQ�

�



pRI RASSMOTRENII sp KAK GRAFA� PUTX W NEJ PRED

STAWLQET SOBOJ POSLEDOWATELXNOSTX R�BER� W KOTOROJ

KONEC KAVDOGO REBRA SOWPADAET S NA�ALOM SLEDU��E

GO REBRA�

mY BUDEM GOWORITX� �TO PUTX � QWLQETSQ PUT�M�
WYHODQ�IM IZ SOSTOQNIQ q �ILI PROSTO PUT�M IZ

q�� ESLI PERWYM SOSTOQNIEM �T�E� SOSTOQNIEM S NOMEROM
�� NA �TOM PUTI QWLQETSQ q�

nIVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX SLEDU��IE OBOZNA�E

NIQ�

� DLQ KAVDOGO PUTI � WIDA ����� I KAVDOGO q � Q
ZNAKOSO�ETANIE

q � �

OZNA�AET� �TO q � qi DLQ NEKOTOROGO i 
 �

� DLQ KAVDOGO PUTI � WIDA ����� I DLQ KAVDOJ PARY
q� q� SOSTOQNIJ ZNAKOSO�ETANIQ

q

�
q�� q �

�
q�� q�

�
q�� q 	

�
q�

OZNA�A�T� �TO SU�ESTWU�T NOMERA i� j� TAKIE� �TO

q � qi� q� � qj

I� KROME TOGO�

i 
 j� i � j� i � j� i 	 j

SOOTWETSTWENNO�

eSLI � � KONE�NYJ PUTX WIDA

� � � q�� � � � � qn � ���	�

TO GOWORQT� �TO � 
 PUTX IZ q� W qn�
pUTX WIDA ���	� NAZYWAETSQ PUSTYM� ESLI n � ��
eSLI � � PUTX WIDA ���	�� I �� � KONE�NYJ ILI BES


KONE�NYJ PUTX IZ qn

�� � �qn� qn��� � � � �

TO OPREDELENA KONKATENACIQ � I ��� OBOZNA�AEMAQ SIM

WOLOM � � ��� I QWLQ��AQSQ PUT�M WIDA

�q�� � � � � qn� qn��� � � � �

eSLI � � PUTX WIDA ���	�� I q� � qn� TO TAKOJ PUTX
NAZYWAETSQ CIKLOM�

eSLI � � CIKL� TO ZNAKOSO�ETANIE �� OBOZNA�AET BES

KONE�NYJ PUTX� QWLQ��IJSQ BESKONE�NOJ KONKATENACI

EJ

� � � � � � �

dLQ KAVDOGO PUTI � ZNAKOSO�ETANIE inf��� OBOZNA

�AET MNOVESTWO

fq � Q j q IMEET BESKONE�NO MNOGO WHOVDENIJ W �g

����� pOSTROENIE sp� SOOTWETSTWU��EJ

PROGRAMMNOJ SISTEME

pUSTX � � f��� � � � ��kg � NEKOTORAQ PROGRAMMNAQ SIS

TEMA�

nIVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX SLEDU��IE OBOZNA�E

NIQ� DLQ KAVDOGO i � �� � � �k

� Gi OBOZNA�AET GRAFOWU� MODELX PROGRAMMY �i

� Vi OBOZNA�AET MNOVESTWO PEREMENNYH� WHODQ�IH
W �i

� �Vi OBOZNA�AET OB�EDINENIE

Vi 
 fatig

GDE ati � NOWAQ PEREMENNAQ� ZNA�ENIQMI KOTOROJ

QWLQ�TSQ WER�INY GRAFA Gi

� V OBOZNA�AET OB�EDINENIE �V� 
 � � �
 �Vk�

dLQ KAVDOJ PEREMENNOJ x � V MY BUDEM DOPUSKATX

ISPOLXZOWANIE W WYRAVENIQH E��TRIHOWANNOGO DUB

LIKATA x��

eSLI

� � � WYRAVENIE� W KOTOROE MOGUT WHODITX PEREMEN

NYE IZ V I IH �TRIHOWANNYE DUBLIKATY� I

� ��� ��� � NEKOTORAQ PARA OZNA�IWANIJ PEREMENNYH
IZ V

TO ZNA�ENIE WYRAVENIQ � NA PARE ��� ��� OPREDELQETSQ
SLEDU��IM OBRAZOM� DLQ KAVDOJ PEREMENNOJ x IZ V

� WSE E� WHOVDENIQ W � ZAMENQ�TSQ NA ��x�

� WSE WHOVDENIQ E� �TRIHOWANNOGO DUBLIKATA x� W
� ZAMENQ�TSQ NA ���x�

I POSLE �TOGO WY�ISLQETSQ ZNA�ENIE POLU�IW�EGOSQ WY

RAVENIQ�

dLQ KAVDOGO i � �� � � � � k cOWOKUPNOSTX WSEH R�BER

GRAFA Gi OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM Edges�Gi��
kAVDOMU REBRU 
 � Edges�Gi� SOOTWETSTWUET BULE


WOZNA�NOE WYRAVENIE �i�
�� WYRAVA��EE SOBOJ SWQZX

MEVDU OZNA�IWANIQMI PEREMENNYH IZ V DO I POSLE IS

POLNENIQ DEJSTWIQ� KOTORYM POME�ENO REBRO 
�

w OPREDELENII WYRAVENIQ �i�
� BUDUT ISPOLXZOWATX

SQ SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ�

� SIMWOLY n I n� OBOZNA�A�T NA�ALO I KONEC REBRA



� DLQ KAVDOGO PODMNOVESTWA X 	 V ZNAKOSO�ETA

NIE same�X� OBOZNA�AET WYRAVENIE�

x�X

�x� � x�

wYRAVENIE �i�
� IMEET SLEDU��IJ WID�

�



� ESLI METKA REBRA 
 IMEET WID x �� e� TO

�i�
�
def
�

�����
���	

ati � n

at�i � n�

x� � e

same�Vi n fxg�


����
����

� ESLI METKA REBRA 
 IMEET WID b�� TO

�i�
�
def
�

�����
���	

ati � n

at�i � n�

b

same�Vi�


����
����

nETRUDNO WIDETX� �TO �i�
� ISTINNO NA PARE ��� ���
OZNA�IWANIJ W TO�NOSTI TOGDA� KOGDA

� ESLI PERED ISPOLNENIEM DEJSTWIQ� KOTORYM POME

�ENO REBRO 
� KAVDAQ PEREMENNAQ x � �Vi IMELA
ZNA�ENIE ��x��

� TO POSLE ISPOLNENIQ �TOGO DEJSTWIQ KAVDAQ PERE

MENNAQ x � �Vi BUDET IMETX ZNA�ENIE ���x��

sp� SOOTWETSTWU�AQ SISTEME �� IMEET SLEDU��IE

KOMPONENTY�

�� uTWERVDENIQMI QWLQ�TSQ BULEWOZNA�NYE WY

RAVENIQ S PEREMENNYMI IZ V �

�� sOSTOQNIQMI QWLQ�TSQ OZNA�IWANIQ PEREMENNYH
IZ V �

�� oTNO�ENIE PEREHODA SOSTOIT IZ WSEH PAR ��� ���
OZNA�IWANIJ� NA KOTORYH ISTINNO WYRAVENIE

� �� � � � �� �k� ESLI PROGRAMMY W SISTEME � IS

POLNQ�TSQ POSLEDOWATELXNO� I

� �� � � � �� �k� ESLI PROGRAMMY W SISTEME � IS

POLNQ�TSQ PARALLELXNO�

GDE DLQ KAVDOGO i � �� � � � � k �i PREDSTAWLQET SO

BOJ DIZ��NKCI� �

��Edges�Gi�

�i�
�

�� oCENKA SOPOSTAWLQET PARE ��� p� ZNA�ENIE ��p��

�� nA�ALXNYMI SOSTOQNIQMI QWLQ�TSQ OZNA�I

WANIQ� NA KOTORYH ISTINNO WYRAVENIE�����

���	
Init� � � � � � Initk

at� � Start�G��

� � �

atk � Start�Gk�


����
����

GDE Init�� � � � � Initk � PREDUSLOWIQ PROGRAMM IZ ��

����� Fairness

eSLI sp S RASSMATRIWAETSQ KAK MODELX REALXNOJ SIS

TEMY �� TO� W �ASTNOSTI� KAVDOMU WY�ISLENI� �T�E�
POSLEDOWATELXNOSTI DEJSTWIJ� SISTEMY � DOLVEN SO

OTWETSTWOWATX NEKOTORYJ PUTX W S�

oDNAKO� INOGDA S SODERVIT I TAKIE PUTI� KOTORYE
NE SOOTWETSTWU�TNIKAKOMU REALXNOMU WY�ISLENI� SIS

TEMY ��

oDIN IZ WOZMOVNYH SPOSOBOW OGRANI�ITX MNOVEST

WO WOZMOVNYH PUTEJ sp S� S CELX� NEDOPU�ENIQ K RAS

SMOTRENI� TEH IZ NIH� KOTORYE NE SOOTWETSTWU�T RE

ALXNYM WY�ISLENIQM MODELIRUEMOJ SISTEMY �� ZAKL�

�AETSQ WO WWEDENII USLOWIJ DOPUSTIMOSTI NA PUTI sp

S� dANNYE USLOWIQ NAZYWA�TSQ USLOWIQMI fairness�
pUTI� KOTORYE UDOWLETWORQ�T �TIM USLOWIQM� NAZYWA

�TSQ fair PUTQMI�

rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW USLOWIJ fairness�

�� w sp S NE DOLVNO BYTX PUTEJ� SOOTWETSTWU��IH
TAKIM BESKONE�NYM WY�ISLENIQM SISTEMY �� W
KOTORYH ODNA IZ WHODQ�IH W � PROGRAMM NE SO

WER�AET NIKAKIH DEJSTWIJ POSLE NEKOTOROGO MO

MENTA WREMENI�

�� w SISTEME �

� ODNA IZ PROGRAMM ���� MOVET OBRA�ATXSQ S
ZAPROSAMI K DRUGOJ PROGRAMME ����� I

� PROGRAMMA �� MOVET POSYLATX PROGRAMME

�� OTWETY NA �TI ZAPROSY�

w sp S NE DOLVNO BYTX PUTEJ� SOOTWETSTWU��IH
TAKIM BESKONE�NYM WY�ISLENIQM SISTEMY �� W
KOTORYH

� ODNO IZ DEJSTWIJ PREDSTAWLQET SOBOJ ZAPROS

OT �� K ��� I

� WSE POSLEDU��IE DEJSTWIQ NE QWLQ�TSQ PO

SYLKOJ OTWETA OT �� K �� NA �TOT ZAPROS�

�� w SISTEME � ODNA IZ PROGRAMM MOVET POSYLATX

SOOB�ENIQ DRUGOJ PROGRAMME� PRI��M SOOB�ENIQ

PRI PERESYLKE MOGUT PROPADATX�

w sp S NE DOLVNO BYTX PUTEJ� SOOTWETSTWU��IH
TAKIM BESKONE�NYM WY�ISLENIQM SISTEMY �� W
KOTORYH

� ODNA IZ PROGRAMM BESKONE�NO MNOGO RAZ PO

SYLAET SOOB�ENIQ DRUGOJ PROGRAMME� I

� WSE �TI SOOB�ENIQ PROPADA�T�

oDNA IZ WOZMOVNYH FORMALIZACIJ USLOWIJ fairness
MOVET PREDSTAWLQTX SOBOJ ZADANIE SPISKA F WIDA

fFi j i � �� � � � � kg� GDE � i � �� � � � � k Fi 	 Q ���
�

I USLOWIE fairness NA PUTX � IMEET WID

�i � �� � � � � k inf��� � Fi �� �

T�E� � DOLVEN BESKONE�NO MNOGO RAZ POSE�ATX KAVDOE

IZ MNOVESTW� WHODQ�IH W SPISOK F �

	



gLAWA �

tEMPORALXNAQ LOGIKA

��� pONQTIE O TEMPORALXNOJ LO�

GIKE

oDNIM IZ QZYKOW� NA KOTOROM MOVNO SPECIFICIROWATX
SWOJSTWA SISTEM� QWLQETSQ TEMPORALXNAQ LOGIKA�

sWOJSTWA SISTEM OPISYWA�TSQ W TEMPORALXNOJ LO

GIKE PRI POMO�I TEMPORALXNYH FORMUL �KOTORYE
MY BUDEM NAZYWATX TAKVE PROSTO FORMULAMI��

pRIMERY SWOJSTW� KOTORYE MOGUT OPISYWATXSQ W TEM

PORALXNOJ LOGIKE�

�� SISTEMA PRI L�BOM WARIANTE SWOEGO FUNKCIONI

ROWANIQ NE BUDET NAHODITXSQ NI W ODNOM IZ SOSTO

QNIJ IZ ZADANNOGO KLASSA

�� SISTEMA PRI NEKOTOROM FUNKCIONIROWANII KOGDA

NIBUDX POPAD�T W NEKOTOROE SOSTOQNIE IZ ZADAN

NOGO KLASSA

kAK PRAWILO� PRI PROWEDENII RASSUVDENIJ O TEM

PORALXNYH FORMULAH RASSMATRIWA�TSQ NE WSEWOZMOV

NYE FORMULY� A TOLXKO FORMULY IZ NEKOTOROGO OGRANI

�ENNOGO KLASSA� kLASSY TEMPORALXNYH FORMUL PRINQ

TO NAZYWATX TEMPORALXNYMI LOGIKAMI� ILI PROSTO
LOGIKAMI�T�E� SLOWOSO�ETANIE �TEMPORALXNAQ LOGIKA�
IMEET DWA ZNA�ENIQ�

� W PERWOM ZNA�ENII � �TO QZYK� NA KOTOROM MOVNO
WYRAVATX SPECIFIKACII�

� A WO WTOROM � NEKOTORYJ KLASS TEMPORALXNYH FOR

MUL�

nAIBOLEE IZWESTNY TEMPORALXNYE LOGIKI

� CTL �Computational Tree Logic�� I

� LTL �Linear Temporal Logic��

wO WSEH TEMPORALXNYH FORMULAH OSNOWNYMI STRUK

TURNYMI �LEMENTAMI QWLQ�TSQ UTWERVDENIQ� uTWE

RVDENIQ IME�T TOT VE SMYSL� �TO I W SISTEMAH PEREHO

DOW� T�E� DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ q KAVDOJ sp I KAVDOGO

UTWERVDENIQ p OPREDELENO ZNA�ENIE q�p� � f�� �g� sOWO

KUPNOSTX WSEH UTWERVDENIJ OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM P�

kAVDAQ TEMPORALXNAQ LOGIKA � DOLVNA UDOWLETWO

RQTX SLEDU��IM USLOWIQM�

�� P 	 ��

�� sIMWOLY � I 	 PRINADLEVAT ��

�� eSLI �� � � �� TO ZNAKOSO�ETANIQ

��� � � �� � � � �����

TOVE PRINADLEVAT LOGIKE ��

fORMULY ����� NAZYWA�TSQ BULEWYMI KOMBINA

CIQMI FORMUL � I ��

dLQ BOLEE NAGLQDNOJ ZAPISI KON��NKCIJ I DIZ�

�NKCIJ FORMUL MY BUDEM ISPOLXZOWATX FIGURNYE I

KWADRATNYE SKOBKI� ANALOGI�NO TOMU� KAK �TO DELALOSX
W PUNKTE ������

tAKVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX W FORMULAH SIMWOLY

�� I �� S TEM VE SMYSLOM� S KAKIM ONI ISPOLXZOWA

LISX W BULEWOZNA�NYH WYRAVENIQH W PUNKTE ������

��� lOGIKA CTL

����� CTL�FORMULY

tEMPORALXNAQ LOGIKA CTL OPREDELQETSQ SLEDU��IMI

DOPOLNITELXNYMI PRAWILAMI�

� ESLI � � CTL� TO CTL TAKVE SODERVIT SLEDU�

�IE � FORMUL�

AX � EX �

AF � EF �

AG � EG �

� ESLI �� � � CTL� TO CTL TAKVE SODERVIT SLEDU

��IE � FORMULY�

AU��� �� EU��� ��

AR��� �� ER��� ��

vIRNYE SIMWOLY �AX� I T�D�� W DANNYH FORMULAH NA

ZYWA�TSQ CTL
OPERATORAMI�

fORMULY LOGIKI CTL MY BUDEM NAZYWATX CTL

FORMULAMI�






����� zNA�ENIQ CTL�FORMUL

pUSTX S � �P� Q� �� L�Q�� � NEKOTORAQ sp�
dLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ q � Q I KAVDOJ CTL�FO


RMULY � E� ZNA�ENIEM q��� W SOSTOQNII q QWLQETSQ
BULEWA KONSTANTA � ILI �� KOTORAQ OPREDELQETSQ INDUK

TIWNO�

�� ESLI � � p � P� TO q��� UVE OPREDELENO W sp S

�� q���
def
� �� q�	�

def
� �

�� � q���
def
� q���

� q�� � ��
def
� q��� � q���

� q�� � ��
def
� q��� � q���

�� ZNA�ENIQ FORMUL� NA�INA��IHSQ S CTL
OPERATO

RA� OPREDELQ�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

� q�AX�� � �� ESLI DLQ KAVDOGO q� � ��q�

q���� � � �����

� q�EX�� � �� ESLI SU�ESTWUET q� � ��q�� TA

KOE� �TO IMEET MESTO �����

� q�AF�� � �� ESLI DLQ KAVDOGO PUTI � IZ q
SU�ESTWUET SOSTOQNIE q� � �� TAKOE� �TO IME

ET MESTO �����

� q�EF�� � �� ESLI SU�ESTWUET PUTX � IZ q
I SU�ESTWUET SOSTOQNIE q� � �� TAKOE� �TO
IMEET MESTO �����

� q�AG�� � �� ESLI DLQ KAVDOGO PUTI � IZ q I
DLQ KAVDOGO q� � � IMEET MESTO �����

� q�EG�� � �� ESLI SU�ESTWUET PUTX � IZ q� TA

KOJ� �TO DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ q� � � IMEET
MESTO �����

� q�AU��� ��� � �� ESLI DLQ KAVDOGO PUTI � IZ
q SU�ESTWUET SOSTOQNIE q� � �� TAKOE� �TO�

q���� � �� I

� q��	
�
q� q����� � �

�
�����

� q�EU��� ��� � �� ESLI SU�ESTWUET PUTX � IZ

q I SU�ESTWUET SOSTOQNIE q� � �� TAKOE� �TO
IMEET MESTO �����

� q�AR��� ��� � �� ESLI DLQ KAVDOGO PUTI � IZ
q I DLQ KAVDOGO q� � ��

q���� � �� ILI

� q��	
�
q� � q����� � �

�
�����

� q�ER��� ��� � �� ESLI SU�ESTWUET PUTX � IZ

q� TAKOJ� �TO DLQ KAVDOGO q� � � IMEET MESTO
������

zNA�ENIEM CTL
FORMULY � W sp S NAZYWAETSQ

MNOVESTWO

Q�
def
� fq � Q j q��� � �g �����

����� �KWIWALENTNOSTX CTL�FORMUL

mY BUDEM NAZYWATXCTL�FORMULY � I � �KWIWALENT

NYMI� ESLI DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ q W PROIZWOLXNOJ
sp IMEET MESTO RAWENSTWO

q��� � q���

eSLI CTL�FORMULY � I � �KWIWALENTNY� TO MY BU

DEM OBOZNA�ATX �TOT FAKT ZNAKOSO�ETANIEM � � ��

nETRUDNO DOKAZATX� �TO IME�T MESTO SLEDU��IE SO

OTNO�ENIQ�

� ZAKONY DE mORGANA�

� �� � � � �� � � � � � � �� � � �

� AX� � EX�

� EF� � EU��� ��

� AF� � EG�

� AG� � EF�

� AU��� �� �

�
EU��� � � ��

EG�

�

� AR��� �� � EU��� ��

� ER��� �� � AU��� ��

iZ DANNYH SOOTNO�ENIJ SLEDUET� �TO DLQ L�BOJCTL�
FORMULY� SU�ESTWUET �KWIWALENTNAQ EJ CTL�FORMULA
�� W KOTORU� WHODQTTOLXKO SLEDU��IE CTL�OPERATORY�

EX� EG� EU �����

����� pRIMERY SWOJSTW SISTEM� WYRAVA�

EMYH CTL�FORMULAMI

�� EF � Start � Ready �
�DOSTIVIMO SOSTOQNIE� W KOTOROM SWOJSTWO Start
WYPOLNQETSQ� A USLOWIE Ready � NE WYPOLNQETSQ�

�� AG � Request� AF Acknowledgement �
�ESLI POLU�EN ZAPROS� TO KOGDA
NIBUDX NA NEGO BU

DET DAN OTWET�

�� AG � AF DeviceEnabled �
�PRI L�BOM FUNKCIONIROWANII SISTEMY USLOWIE

DeviceEnabled WYPOLNENO BESKONE�NO MNOGO RAZ�

�� AG � EF Restart �
�IZ KAVDOGO SOSTOQNIQ DOSTIVIMO SOSTOQNIE� W
KOTOROM WYPOLNQETSQ SWOJSTWO Restart�

��



��� Model checking DLQ CTL

����� zADA�A MC�CTL

oDNA IZ WOZMOVNYH FORM ZADA�I model checking DLQ
CTL �KOTORU� MY BUDEM NIVE OBOZNA�ATX ZNAKOSO�ETA

NIEM MC
CTL� ZAKL��AETSQ W TOM� �TOBY PO

� ZADANNOJ sp S � �P� Q� �� L�Q��� I

� ZADANNOJ CTL�FORMULE �

WY�ISLITX MNOVESTWO Q��
mOVNO S�ITATX� �TO � SODERVIT TOLXKO CTL�OPE


RATORY WIDA ������
dLQ WY�ISLENIQ MNOVESTWA Q� MOVNO ISPOLXZOWATX

SLEDU��IJ REKURSIWNYJ ALGORITM�

�� eSLI � � p � P� TO Q� OPREDELQETSQ NEPOSREDST

WENNO OCENKOJ sp S�

�� eSLI � IMEET WID � ILI 	� TO Q� IMEET WID SOOT

WETSTWENNO Q ILI ��

�� eSLI � IMEET WID

�� � � �� ILI � � �

TO Q� IMEET WID SOOTWETSTWENNO

Q nQ�� Q� �Q�� Q� 
Q�

�� eSLI � � EX�� TO Q� � fq � Q j ��q� �Q� �� �g�

�� eSLI � � EU��� ��� TO DLQ WY�ISLENIQ Q� MY

BUDEM ISPOLXZOWATX WSPOMOGATELXNOE MNOVESTWO

Q� 	 Q� I SNA�ALA POLALAGAEM

Q� �� Q�� Q� �� Q�

zATEM RABOTAET CIKL�

while �Q� �� ��
f WYBIRAEM q � Q�� I UDALQEM q IZ Q�

DLQ KAVDOGO q� � ����q��
q� � Q�

q� �� Q�

�
� DOBAWLQEM q� K Q� I K Q

�

g

�� pUSTX � � EG��

rASSMOTRENIE �TOGO SLU�AQ MY NA�N�M S WWEDENIQ

WSPOMOGATELXNYH PONQTIJ�

pODMNOVESTWO Q� MNOVESTWA SOSTOQNIJ Q NAZY

WAETSQ SILXNO SWQZNYM PODMNOVESTWOM� ESLI
DLQ KAVDOJ PARY q�� q� SOSTOQNIJ IZ Q

� SU�EST

WUET NEPUSTOJ PUTX IZ q� W q��

mAKSIMALXNOE �PO WKL��ENI�� SILXNO SWQZNOE POD

MNOVESTWO NAZYWAETSQ SILXNO SWQZNOJ KOMPO

NENTOJ �strongly connected component� SCC��

sU�ESTWUET ALGORITM �NAZYWAEMYJ ALGORITMOM

tARXQNA� NAHOVDENIQ WSEH SCC� SLOVNOSTX KOTO

ROGO RAWNA O�jQj� j�j��

sILXNO SWQZNYE KOMPONENTY MOGUT RASSMATRIWA

TXSQ NE DLQ WSEGO MNOVESTWA Q� A DLQ NEKOTOROGO
EGO PODMNOVESTWA Q�� sILXNO SWQZNAQ KOMPONENTA
W Q� BUDET SILXNO SWQZNYM PODMNOVESTWOM I W Q�
NO MOVET NE BYTX SCC W Q�

sOGLASNO OPREDELENI�� SOOTNO�ENIE

q�EG�� � � �����

OZNA�AET� �TO SU�ESTWUET PUTX � 	 Q� IZ q�

pOSKOLXKU MNOVESTWO Q QWLQETSQ KONE�NYM� TO
SU�ESTWUET TAKOE SOSTOQNIE q� � �� �TO WSE SOSTO

QNIQ IZ SOWOKUPNOSTI

fq�� � � j q��

�
q�g ���	�

WHODQT W � BESKONE�NO MNOGO RAZ� sOSTOQNIQ� WHO

DQ�IE W ���	�� OBRAZU�T SILXNO SWQZNOE PODMNO

VESTWO MNOVESTWA Q�� I� SLEDOWATELXNO� SODER

VATSQ W NEKOTOROJ SCC MNOVESTWA Q��

oBOZNA�IM SIMWOLOM �� NA�ALXNYJ OTREZOK PUTI
�� KOTORYJ ZAKAN�IWAETSQ W q��

mY USTANOWILI� �TO IZ ����� SLEDUET SOOTNO�ENIE

� SCC C MNOVESTWA Q�� � q� � C�

� PUTX �� 	 Q� IZ q W q�

�
���
�

oBRATNO� IZ ���
� SLEDUET ������ T�K� POLAGAQ

�
def
� �� � �

�
� ������

GDE �� � CIKL IZ q� W q�� SODERVA�IJSQ W C� IMEEM�
� 	 Q��

pORQDOK WY�ISLENIQ MNOVESTWA Q� IMEET SLEDU

��IJ WID�

�a� nAHODIM W Q� WSE SCC� I POLAGAEM Q� RAW

NYM MNOVESTWU WSEH SOSTOQNIJ� WHODQ�IH W
�TI SCC� tAKVE POLAGAEM Q� �� Q��

�b� zATEM RABOTAET TOT VE CIKL� �TO I W PREDY

DU�EM PUNKTE�

nETRUDNO PODS�ITATX� �TO SLOVNOSTX PREDLOVENNO

GO ALGORITMA RAWNA

O�j�j � jSj�

GDE j�j � RAZMER FORMULY �� I jSj � jQj� j�j� T�K�

� �ISLO PODFORMUL FORMULY � NE PREWOSHODIT j�j�

� jSj� WERHNQQ OCENKA �ISLA �AGOW DLQ ANALIZA KAV

DOJ PODFORMULY�

��



����� zADA�A fair MC�CTL

eSLI W sp ZADAN SPISOK F USLOWIJ fairness WIDA ���
�� TO
MOVNO OPREDELITX PONQTIE fair
ZNA�ENIQ CTL�FOR

MULY � W SOSTOQNII q �TOJ sp� KOTOROE BUDET OBOZNA

�ATXSQ ZNAKOSO�ETANIEM qF ����

oPREDELENIE fair
ZNA�ENIJ OTLI�AETSQ OT OPREDELE

NIQ IZ PUNKTA ����� SLEDU��EJ MODIFIKACIEJ�

� WEZDE� GDE UPOMINAETSQ SLOWO �PUTX�� PERED NIM

STAWITSQ �PITET �fair�

� DLQ L�BYH q � Q I � � CTL� ESLI NE SU�ESTWUET
NI ODNOGO fair PUTI IZ q� TO qF ��� � ��

oBOZNA�IM SIMWOLOM QF
� MNOVESTWO

fq � Q j qF ��� � �g�

nEBOLX�OJ MODIFIKACIEJ RASSUVDENIJ IZ PREDY

DU�EGO PUNKTA MOVNO OBOSNOWATX� �TO

qF �EG�� � �

TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA

� fair SCC C MNOVESTWA QF
� � � q� � C�

� PUTX �� IZ q W q
�� PRI��M �� 	 QF

�

�
������

GDE SCC C MNOVESTWA QF
� NAZYWAETSQ fair� ESLI

�Fi � F Fi � C �� �

oTMETIM� �TO WYRAVENIE

qF �EG�� ������

PRINIMAET ZNA�ENIE � TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA SU

�ESTWUET fair PUTX IZ q� dANNOE WYRAVENIE MY BUDEM

OBOZNA�ATX ZNAKOSO�ETANIEM

q�fair�

kAK SLEDUET IZ WY�ESKAZANNOGO� EGO ZNA�ENIE MOVET

BYTX WY�ISLENO ZA WREMQ

O�jF j � jSj�

GDE MNOVITELX jF j ��ISLO USLOWIJ W SPISKE F � PRISUT

STWUET PO PRI�INE TOGO� �TO NADO PROWERQTX KAVDU�
SCC� QWLQETSQ LI ONA fair�

zNAKOSO�ETANIE fair MOVNO RASSMATRIWATX KAK NO

WOE UTWERVDENIE� ZNA�ENIE KOTOROGO W KAVDOM SOSTOQ

NII q RAWNO ZNA�ENI� WYRAVENIQ �������

Fair
ZNA�ENIQ SLOVNYH FORMULMOVNO WY�ISLQTX PO
SLEDU��IM PRAWILAM�

�� qF �p� � q�p � fair��

�� qF �EX�� � q
�
EX�� � fair�

�
�� qF �EU��� ��� � q

�
EU��� �� � fair�

�
�

iZ WY�ESKAZANNOGO WYTEKAET� �TO DLQ PROIZWOLXNOJ
CTL�FORMULY � ZNA�ENIE qF ��� MOVET BYTX WY�ISLE

NO ZA WREMQ

O�j�j � jSj � jF j�

��� mONOTONNYE OPERATORY I IH

NEPODWIVNYE TO�KI

����� mONOTONNYE OPERATORY

pUSTX Q � NEKOTOROE KONE�NOE MNOVESTWO� I �Q � SOWO

KUPNOSTX WSEH EGO PODMNOVESTW�

mONOTONNYJ OPERATOR NA �Q � �TO OTOBRAVENIE

F � �Q � �Q ������

OBLADA��EE SLEDU��IM SWOJSTWOM�

� A�B � �Q A 	 B � F�A� 	 F�B�

o�EWIDNO� �TO KOMPOZICIQ MONOTONNYH OPERATOROW
QWLQETSQ MONOTONNYM OPERATOROM�

pODMNOVESTWO A 	 Q NAZYWAETSQ NEPODWIVNOJ

TO�KOJ OPERATORA ������� ESLI IMEET MESTO RAWENSTWO

A � F�A�

nIVE WMESTO SLOWOSO�ETANIQ �NEPODWIVNAQ TO�KA� BU

DET ISPOLXZOWATXSQ ABBREWIATURA FP ��xpoint��

oPERATOR ������� KAK PRAWILO� ZADA�TSQ W WIDE ALGEB

RAI�ESKOGO WYRAVENIQ� W KOTOROM ISPOLXZU�TSQ TEORE

TIKO
MNOVESTWENNYE OPERACII I PEREMENNAQ
ARGUMENT�
mY BUDEM UKAZYWATX ARGUMENT W SKOBKAH SPRAWA OT F �

oPERATOR F�Z� MOVET IMETX NESKOLXKO FP�
FP OPERATORA F�Z� NAZYWAETSQ

� NAIMENX�EJ �I OBOZNA�AETSQ �Z�F�Z��� ESLI ONA
SODERVITSQ WO WSEH OSTALXNYH FP F�Z�� I

� NAIBOLX�EJ �I OBOZNA�AETSQ 
Z�F�Z��� ESLI ONA
SODERVIT WSE OSTALXNYE FP F�Z��

kAVDYJ MONOTONNYJ OPERATORF�Z� WIDA ������ IME

ET NAIMENX�U� I NAIBOLX�U� FP� I

�Z�F�Z� �
S
i��

F i��� � F i����


Z�F�Z� �
T
i��

F i�Q� � Fj��Q�

DLQ NEKOTORYH i� I j�� GDE F i�A�
def
� F�� � � �F� �z �

i

�A����

oDIN IZ WOZMOVNYH ALGORITMOW WY�ISLENIQ NAI

MENX�EJ I NAIBOLX�EJ FP MONOTONNOGO OPERATORA ������
IMEET SLEDU��IJ WID�

A ��

�
� �DLQ NAIMENX�EJ FP�

Q �DLQ NAIBOLX�EJ FP�

do

�
B �� A

A �� F�A�

�
while �B �� A�

return A

��



����� wY�ISLENIE Q� NA OSNOWE PONQTIQ

FP

iZLOVENNYJ W PUNKTE ����� ALGORITM WY�ISLENIQ MNO

VESTWA Q� MOVET BYTX PREOBRAZOWAN W TOJ EGO �ASTI�
KOTORAQ SWQZANA S WY�ISLENIEM ZNA�ENIJ FORMUL� NA

�INA��IHSQ S EG I EU�

nETRUDNO DOKAZATX� �TO SLEDU��IE OPERATORY QW

LQ�TSQ MONOTONNYMI�

�� OPERATORY

A� I A
 � �Q � �Q

�GDE A 	 Q � FIKSIROWANNOE PODMNOVESTWO�� KO

TORYE SOPOSTAWLQ�T KAVDOMU B � �Q PODMNOVES

TWA A �B I A 
B SOOTWETSTWENNO� I

�� OPERATOR
EX � �Q � �Q

KOTORYJ SOPOSTAWLQET KAVDOMU B � �Q PODMNO

VESTWO

EX�B�
def
� fq � Q j ��q� �B �� �g

iZ DANNYH OPREDELENIJ WYTEKAET� �TO DLQ L�BYHCTL�
FORMUL �� � IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ�������

����	

QEX� � EX�Q��

QEG� � 
Z�

�
Q� �EX�Z�

�
QEU����� � �Z�

�
Q� 
 �Q� �EX�Z��

� ������

tAKIM OBRAZOM� WY�ISLENIE ZNA�ENIJ FORMUL� NA

�INA��IHSQ S EG I EU� MOVET BYTX SWEDENO K ZADA�E
WY�ISLENIQ SOOTWETSTWU��IH FP�

����� zADA�A fair�MC�CTL S USLOWIQMI

fairness W WIDE CTL�FORMUL

eSLI USLOWIQ fairness W SPISKE ���
� WYRAVENY CTL�
FORMULAMI� T�E�

�i � �� � � � � k Fi � Q�i GDE �i � CTL ������

TO MNOVESTWO QF
EG� MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE

QF
EG� � 
Z�

��
	

Q�Tk
i��EX EU

�
Q�� Z �Q�i

� 
�
�
������

GDE FIGURNYE SKOBKI IZOBRAVA�T OPERACI� PERESE�E

NIQ MNOVESTW�

dLQ OBOSNOWANIQ RAWENSTWA ������ MY OTDELXNO DO

KAVEM� �TO EGO LEWAQ �ASTX SODERVITSQ W EGO PRAWOJ

�ASTI� I NAOBOROT�

�� uTWERVDENIE O TOM� �TO QF
EG� SODERVITSQ W PRA


WOJ �ASTI ������� SLEDUET IZ TOGO� �TO QF
EG� QWLQ


ETSQ FP OPERATORA W PRAWOJ �ASTI ������� T�E�

QF
EG� �

��
	

Q�Tk

i��EX EU

�
Q�� Q

F
EG� �Q�i

� 
�
�

dANNOE RAWENSTWO WERNO POTOMU� �TO EGO LEWAQ I
PRAWAQ �ASTI SOSTOQT IZ WSEH SOSTOQNIJ q� IZ KO

TORYH SU�ESTWUET fair PUTX � 	 Q��

�� oBRATNOE WKL��ENIE SLEDUET IZ TOGO� �TO ESLI Z
� FP OPERATORA IZ PRAWOJ �ASTI ������� T�E�

Z �

��
	

Q�Tk

i��EX EU

�
Q�� Z �Q�i

� 
�
�

TO IZ KAVDOGO q � Z SU�ESTWUET fair PUTX � 	 Q��
T�E� Z 	 QF

EG��

oTMETIM� �TO ESLI

� ZADA�A fair
MC
CTL SOSTOIT NE W NAHOVDENII MNO

VESTWA QF

EG� � A W WY�ISLENII ZNA�ENIQ

qF �EG�� ������

PRI OPISANNYH WY�E DOPU�ENIQH ������� I

� W SLU�AE� KOGDA ZNA�ENIE ������ RAWNO �� TREBUETSQ
PRED�QWITX fair PUTX � 	 Q� IZ q W WIDE �������

TO MOVNO PYTATXSQ STROITX DANNYJ PUTX SRAZU� E�� DO
ZAWER�ENIQ WY�ISLENIQ GFP �������

� PRI PERWOM WY�ISLENII WNUTRENNEJ FP

EU

�
Q�� Z �Q��

�
MY POROVDAEM POSLEDOWATELXNOSTX

Q�
� 	 Q�

� 	 Q�
� 	 � � �

KOTORU� MY ZAPOMINAEM� I ISPOLXZUQ KOTORU� MY
NAHODIM KONE�NYJ PUTX �� 	 Q� IZ q W SOSTOQNIE
q� � Z �Q��

� ZATEM TAKIM VE OBRAZOM STROIM KONE�NYJ PUTX

�� 	 Q� IZ q� W SOSTOQNIE q� � Z �Q��

� I T�D�

eSLI ISKOMYJ PUTX SU�ESTWUET� TO EGO MOVNO PO

STROITX� ISPOLXZUQ OPREDEL�NNYE WY�E PUTI ��� ��� � � �

��



��� ��IS�ISLENIE

CTL �I NEKOTORYE DRUGIE LOGIKI� NAPRIMER� PDL� MOV

NO WLOVITX W BOLEE MO�NU� LOGIKU� NAZYWAEMU� �

IS�ISLENIEM� �TO� W �ASTNOSTI� POZWOLQET SWESTI ZA

DA�U MC
CTL K NEKOTOROJ ZADA�E DLQ ��IS�ISLENIQ�

��IS�ISLENIE POZWOLQET OPISYWATX SWOJSTWA sp S

NESKOLXKIMI OTNO�ENIQMI PEREHODA� T�E� sp WIDA

� P� Q� f�a j a � Tg� L� Q� � ����	�

GDE T � NEKOTOROE FIKSIROWANNOE MNOVESTWO� �LEMEN

TY KOTOROGO NAZYWA�TSQ PEREHODAMI� I DLQ KAVDOGO
PEREHODA a � T �a 	 Q��

����� ��FORMULY

mY BUDEM PREDPOLAGATX� �TO ZADANO MNOVESTWO RV �
�LEMENTY KOTOROGO NAZYWA�TSQ RELQCIONNYMI PE

REMENNYMI �rp��

mNOVESTWO FORMUL ��IS�ISLENIQ �KOTORYE MY BU

DEM NAZYWATX �
FORMULAMI� OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM
��� dANNOE MNOVESTWO OBLADAET SWOJSTWAMI TEMPORA

LXNYH LOGIK� IZLOVENNYMI W PUNKTE ���� I KROME TOGO

�� RV 	 ��

�� DLQ KAVDOGO a � T I KAVDOJ ��FORMULY �

�a�� � �� I hai� � ��

�� DLQ KAVDOJ rp Z I KAVDOJ ��FORMULY �

�Z�� � �� I 
Z�� � ��

wHOVDENIQ rp W ��FORMULY BYWA�T SWOBODNYMI I

SWQZANNYMI�

� WHOVDENIE rp Z W ��FORMULU Z � SWOBODNOE�

� ESLI � IMEET WID

�� � � �� � � �� �a��� hai�

TO KAVDOMU WHOVDENI� KAVDOJ rp Z W � SOOTWET

STWUET NEKOTOROE WHOVDENIE Z W � ILI �� I KAVDOE
WHOVDENIE Z W � IMEET TOT VE STATUS �SWOBODNOE
ILI SWQZANNOE�� KOTORYJ IMEET SOOTWETSTWU��EE
WHOVDENIE Z W � ILI �

� ESLI � IMEET WID �Z�� ILI 
Z��� TO


 WSE SWOBODNYE WHOVDENIQ Z W � �A TAKVE WHO

VDENIE Z RQDOM S � I 
� STANOWQTSQ SWQZAN

NYMI W �� I


 WSE OSTALXNYE WHOVDENIQ rp W � IME�T TOT

VE STATUS� KOTORYJ IME�T SOOTWETSTWU��IE
IM WHOVDENIQ �TIH rp W ��

��FORMULA NAZYWAETSQ PRAWILXNOJ� ESLI DLQ KAV

DOJ E� PODFORMULY WIDA �Z�� ILI 
Z�� �ISLO OTRI

CANIJ W PODFORMULE �� RASPOLAGA��IHSQ NAD KAVDYM
SWOBODNYM WHOVDENIEM Z W �� QWLQETSQ ��TNYM�

nIVE WSE RASSMATRIWAEMYE ��FORMULY PREDPOLA

GA�TSQ PRAWILXNYMI�

����� zNA�ENIQ ��FORMUL

oZNA�IWANIEM rp W sp ����	� NAZYWAETSQ OTOBRAVE

NIE � WIDA

� � RV � �Q ����
�

zNA�ENIEM ��FORMULY � W sp ����	� NA OZNA�IWA

NII ����
� NAZYWAETSQ PODMNOVESTWO ���� 	 Q OPREDE

LQEMOE REKURSIWNO SLEDU��IM OBRAZOM�

�� � p � P ��p�
def
� Qp

�� ZNA�ENIQ rp OPREDELQ�TSQ OZNA�IWANIEM ����
�

�� � ����
def
� Q� ��	�

def
� �

� �� � �
def
� Q n ����

� ��� � ��
def
� ���� � ����

� ��� � ��
def
� ���� 
 ����

�� � ��hai��
def
� fq � Q j �a�q� � ���� �� �g

� ���a���
def
� fq � Q j �a�q� 	 ����g

�� � ���Z���
def
� �Z�

�
A �� ��Z �� A����

�

� ��
Z���
def
� 
Z�

�
A �� ��Z �� A����

�
GDE ZNAKOSO�ETANIE

A �� ��Z �� A���� ������

OBOZNA�AET MONOTONNYJ OPERATOR WIDA ������� SO

POSTAWLQ��IJ KAVDOMU PODMNOVESTWU Q� 	 Q
PODMNOVESTWO

��Z �� Q�����

GDE ��Z �� Q�� OBOZNA�AET OZNA�IWANIE� OTLI�A�

�EESQ OT � LI�X NA rp Z� KOTOROJ OZNA�IWANIE
��Z �� Q�� SOPOSTAWLQET ZNA�ENIE Q��

mONOTONNOSTX OPERATORA ������ SLEDUET IZ PRA

WILXNOSTI ��

zAMETIM� �TO ZNA�ENIE ���� ZAWISIT TOLXKO OT ZNA

�ENIJ � NA TEH rp� KOTORYE IME�T SWOBODNYE WHOVDE

NIQ W �� w �ASTNOSTI� ESLI W � NET NI ODNOGO SWOBODNOGO
WHOVDENIQ rp �TAKIE FORMULY NAZYWA�TSQ ZAMKNU

TYMI� TO E� ZNA�ENIE W sp ����	� QWLQETSQ ODNIM I

TEM VE DLQ WSEH OZNA�IWANIJ� dANNOE ZNA�ENIE NAZYWA

ETSQ PROSTO ZNA�ENIEM � W sp ����	��

eSLI ZNA�ENIQ ��FORMUL � I � SOWPADA�T NA WSEH

OZNA�IWANIQH WO WSEH sp WIDA ����	�� TO MY BUDEM OBO

ZNA�ATX �TOT FAKT ZNAKOSO�ETANIEM � � ��

nETRUDNO DOKAZATX� �TO IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

�a�� � hai� �Z�� � 
Z��� Z �

hai� � �a�� 
Z�� � �Z��� Z �
������

GDE FORMULA �� Z � POLU�AETSQ IZ � ZAMENOJ KAVDOGO

SWOBODNOGO WHOVDENIQ Z NA Z�

��



����� uSKORENNOE WY�ISLENIE ZNA�ENIJ

��FORMUL

oPREDELENIE ZNA�ENIQ ���� W PUNKTE ����� QWLQETSQ TAK

VE I ALGORITMOM WY�ISLENIQ �TOGO ZNA�ENIQ� �TOT AL

GORITM IMEET SLOVNOSTX O�jSjj�j�� GDE S � sp� W KOTO

ROJ WY�ISLQETSQ ZNA�ENIE �����

wY�ISLENIE ZNA�ENIJ FORMUL WIDA �Z�� I 
Z�� MO

VNO USKORITX� ESLI U�ESTX� �TO W KA�ESTWE PERWONA�ALX

NOJ APPROKSIMACII DLQ NIH MOVNO WZQTX NE TOLXKO 	
ILI �� A L�BOE PODMNOVESTWO Q� 	 Q� OBLADA��EE SO

OTWETSTWENNO SWOJSTWOM

Q� 	 ���Z��� ILI Q� � ��
Z���

oSNOWANNYJ NA �TOJ IDEE ALGORITM WY�ISLENIQ ZNA

�ENIQ ���� DLQ FORMULY � WIDA �Z�� WYGLQDIT SLEDU

��IM OBRAZOM�

�� pRONES�M W � WSE OTRICANIQ WNIZ� ISPOLXZUQ ZA

KONY DE mORGANA I SOOTNO�ENIQ ������� pOLU�IW

�U�SQ FORMULU OBOZNA�IM TEM VE SIMWOLOM ��

iZ OPREDELENIQ PRAWILXNOSTI SLEDUET� �TO POSLE
�TOGO PRONESENIQ WSE OTRICANIQ BUDUT RASPOLA

GATXSQ TOLXKO NAD UTWERVDENIQMI�

�� oBOZNA�IM SIMWOLOMM SPISOK WSEH NA�INA��IH

SQ S � PODFORMUL FORMULY � �WKL��AQ SAMU ���
KOTORYE NE SODERVATSQ W PODFORMULAH� NA�INA�

�IHSQ S 
�

kAVDOJ FORMULE � �M SOPOSTAWIM NOWYE rp A�

I B� � W KOTORYH BUDUT HRANITXSQ PROMEVUTO�NYE
REZULXTATY WY�ISLENIQ ZNA�ENIQ �� I INICIALI

ZIRUEM A� ZNA�ENIEM 	� kAVDYJ RAZ� KOGDA ZNA�E

NIE rp A� BUDET OBNOWLQTXSQ� E� STAROE ZNA�ENIE
BUDET ZAPISYWATXSQ W B� �

�� dALEE RABOTAET CIKL

do

�
B� �� A�

A� �� ��Z �� A�����

�
while

�� �M �

B� �� A�

return A�

PRI��M NA KAVDOM �AGE CIKLA WY�ISLENIE ZNA�E

NIQ

��Z �� A����� ������

DELAETSQ NE SOWSEM TAK� KAK �TO PREDPISYWALOSX
REKURSIWNYM OPREDELENIEM W PUNKTE ������

oTLI�IE ZAKL��AETSQ TOLXKO W SPOSOBE WY�ISLE

NIQ ZNA�ENIJ PODFORMUL � �M � I WYGLQDIT SLE

DU��IM OBRAZOM�

kAVDYJ RAZ� KOGDA W PROCESSE WY�ISLENIQ ������
DELO DOHODIT DO NEOBHODIMOSTI WY�ISLITX ZNA�E

NIE WIDA ����� DLQ NEKOTOROJ FORMULY � � M � I
FORMULA � IMEET WID �Z� ���� W KA�ESTWE TREBUE

MOGO ZNA�ENIQ WOZWRA�AETSQ

���Z� �� A� ����� ������

�WY�ISLQEMOE TO�NO TAKIMVE MODIFICIROWANNYM
ALGORITMOM�� I IMENNO �TO ZNA�ENIE ZANOSITSQ W
rp A� �

oTMETIM� �TO ZNA�ENIQ PODFORMUL� WY�ISLQEMYE
MODIFICIROWANNYM ALGORITMOM� WSEGDA QWLQ�T

SQ PODMNOVESTWAMI ZNA�ENIJ �TIH PODFORMUL� WY

�ISLQEMYH ALGORITMOM IZ PUNKTA ������

dLQ DOKAZATELXSTWA KORREKTNOSTI DANNOGO ALGO

RITMA SLEDUET U�ESTX� �TO PRI KAVDOM OBNOWLE

NII SODERVIMOGO rp A� STAROE ZNA�ENIE SODER

VITSQ W NOWOM�

wY�ISLENIE ZNA�ENIQ FORMUL WIDA 
Z�� MOVET BYTX
PROIZWEDENO DWOJSTWENNYM OBRAZOM�

dANNYJ ALGORITM IMEET SLOVNOSTX O�jSjd�� GDE d �
GLUBINA �EREDOWANIQ FORMULY �� OPREDELQEMAQ KAK
MAKSIMALXNAQ DLINA POSLEDOWATELXNOSTI ��� � � � � �k POD

FORMUL FORMULY �� KAVDAQ IZ KOTORYH NA�INAETSQ S �
ILI 
� I DLQ KAVDOGO i � �� � � � � k � �

� �i�� QWLQETSQ PODFORMULOJ FORMULY �i

� ESLI �i NA�INAETSQ S �� TO �i�� NA�INAETSQ S 
� I
ESLI �i NA�INAETSQ S 
� TO �i�� NA�INAETSQ S ��

����� wLOVENIE CTL W ��IS�ISLENIE

pUSTX a � NEKOTORYJ PEREHOD IZ MNOVESTWA T �
kAVDOJ CTL�FORMULE �� W KOTORU� WHODQT TOLXKO

CTL�OPERATORY WIDA ������ MOVNO SOPOSTAWITX ZAMK

NUTU� ��FORMULU ��� POLU�AEMU� IZ � ZAMENOJ W NEJ

PODFORMUL� NA�INA��IHSQ S CTL�OPERATOROW� NA ZAMK

NUTYE ��FORMULY� PO SLEDU��EMU PRAWILU�

�� EX� ZAMENQETSQ NA hai�

�� EU��� �� ZAMENQETSQ NA �Z�
�
� �

�
� � haiZ

� 
�� EG� ZAMENQETSQ NA 
Z�

�
� � haiZ

�
pUSTX S � sp WIDA ������ oPREDELIM sp S� WIDA

����	� KAK sp S TAKIMI VE MNOVESTWOM SOSTOQNIJ I

OCENKOJ� �TO I U S� I� KROME TOGO� �a � �� nETRUDNO
DOKAZATX� �TO DLQ KAVDOJ CTL�FORMULY � E� ZNA�ENIE
Q� W S SOWPADAET SO ZNA�ENIEM �� W S��

tAKIM OBRAZOM� ZADA�A MC
CTL MOVET BYTX SWEDE

NA K ZADA�E WY�ISLENIQ ZNA�ENIQ �
FORMUL�

��



gLAWA �

sIMWOLXNYE WY�ISLENIQ

��� pREDSTAWLENIE MNOVESTW BU�

LEWOZNA�NYMI WYRAVENIQMI

pUSTX MNOVESTWO Q SOSTOIT IZ OZNA�IWANIJ WIDA

� � V �D �����

GDE V � NEKOTOROE MNOVESTWO PEREMENNYH� I D � MNO

VESTWO IH ZNA�ENIJ�

kAVDOMU BULEWOZNA�NOMU WYRAVENI� e� ZAWISQ�E

MU OT PEREMENNYH IZ MNOVESTWA V � SOOTWETSTWUET POD

MNOVESTWO Qe 	 Q� OPREDELQEMOE SLEDU��IM OBRAZOM�

Qe
def
� f� � Q j ��e� � �g

eSLI DLQ PODMNOVESTWA Q� 	 Q SU�ESTWUET BULEWO

ZNA�NOE WYRAVENIE e� TAKOE� �TO

Q� � Qe �����

TO MY BUDEM GOWORITX� �TO e QWLQETSQ SIMWOLXNYM
PREDSTAWLENIEM PODMNOVESTWA Q� �ILI PROSTO �TO e
PREDSTAWLQET PODMNOVESTWO Q���

pREDSTAWLENIE PODMNOVESTWA Q� 	 Q W WIDE �����
NAIBOLEE �FFEKTIWNO W TOM SLU�AE� KOGDA RAZMER WY

RAVENIQ e SU�ESTWENNO MENX�E �ISLA �LEMENTOW W Q��

nEKOTORYM OPERACIQM NAD MNOVESTWAMI OZNA�IWA

NIJ SOOTWETSTWU�TOPERACII NAD PREDSTAWLQ��IMI �TI

MNOVESTWA BULEWOZNA�NYMI WYRAVENIQMI� NAPRIMER�

Qe� �Qe� � Qe��e�

Qe� 
Qe� � Qe��e�

Q nQe � Q�e

wY�ISLENIQ NAD MNOVESTWAMI OZNA�IWANIJ� W KOTO

RYH WMESTO TEORETIKO
MNOVESTWENNYH OPERACIJ PROIZ

WODQTSQ SOOTWETSTWU��IE IM OPERACII NAD PREDSTAW

LQ��IMI �TI MNOVESTWA BULEWOZNA�NYMI WYRAVENIQ

MI� MY BUDEM NAZYWATX SIMWOLXNYMI WY�ISLENIQ

MI�

��� zADA�A SMC�CTL

zADA�A SMC
CTL �Symbolic Model Checking�� ZAKL�

�AETSQ TOM� �TOBY PO ZADANNYM CTL
FORMULE � I sp

S� W KOTOROJ

� SOSTOQNIQMI QWLQ�TSQ OZNA�IWANIQ WIDA �����

� OTNO�ENIE PEREHODA PREDSTAWLENO NEKOTORYM BU

LEWOZNA�NYM WYRAVENIEM ��V� V ��� ZAWISQ�IM OT

PEREMENNYH IZ V I IH �TRIHOWANNYH DUBLIKATOW�
I IMEET WID

f��� ��� � Q� j ���� ��� � �g

�OPREDELENIE ZNA�ENIQ WYRAVENIQ ��V� V �� NA PA

RE OZNA�IWANIJ BYLO PRIWEDENO W PUNKTE ������

� DLQ KAVDOGO UTWERVDENIQ p MNOVESTWO Qp PRED

STAWLENO NEKOTORYM BULEWOZNA�NYM WYRAVENIEM

e�p�

WY�ISLITX BULEWOZNA�NOE WYRAVENIE e���� PREDSTAWLQ

��EE MNOVESTWO Q��

kAK I RANX�E� BEZ OGRANI�ENIQ OB�NOSTI MY MO

VEM PREDPOLAGATX� �TO W � MOGUT WHODITX LI�X CTL�
OPERATORY WIDA ������

iDEQ IZLAGAEMOGO NIVE ALGORITMA RE�ENIQ ZADA�I

SMC
CTL ZAKL��AETSQ W TOM� �TO WYBIRAETSQ NEKOTO

RYJ KLASS C BULEWOZNA�NYH WYRAVENIJ� KOTORYJ OBLA

DAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI�

� SU�ESTWUET ALGORITM PROWERKI �KWIWALENTNOSTI

WYRAVENIJ IZ KLASSA C
�NAPOMNIM� �TO WYRAVENIQ �KWIWALENTNY� ESLI
ONI PREDSTAWLQ�T ODNO I TO VE MNOVESTWO OZNA

�IWANIJ�

� C SODERVIT WYRAVENIQ� �KWIWALENTNYE KONSTAN

TAM � I �

� NA C REALIZOWANY BULEWSKIE OPERACII �T�E� IME

�TSQ ALGORITMY� WY�ISLQ��IE PO WYRAVENIQM

e�� e� � C WYRAVENIQ IZ KLASSA C� �KWIWALENTNYE
WYRAVENIQM

e� e� � e�� e� � e�

� NA C REALIZOWANA OPERACIQ EX� KOTORAQ WY�ISLQ

ET PO WYRAVENI� e � C WYRAVENIE

EX�e�
def
� �V �

�
��V� V �� � e�

�
�����

��



GDE WYRAVENIE e� POLU�AETSQ IZ e ZAMENOJ KAVDOJ
WHODQ�EJ W NEGO PEREMENNOJ x � V NA E� �TRIHO

WANNYJ DUBLIKAT x��

eSLI ISHODNYE DANNYE ZADA�I SMC
CTL PREDSTAW

LENY WYRAVENIQMI IZ KLASSA C� TO DLQ WY�ISLENIQ WY

RAVENIQ e��� MOVNO ISPOLXZOWATX SLEDU��IJ REKUR

SIWNYJ ALGORITM�

�� eSLI � � p � P� TO WYRAVENIE e�p� UVE IZWESTNO�

�� eSLI � QWLQETSQ BULEWOJ KOMBINACIEJ SWOIH POD

FORMUL� TO WYRAVENIE e��� POLU�AETSQ PRIMENE

NIEM SOOTWETSTWU��EJ BULEWOJ OPERACII K WYRA

VENIQM� KOTORYE SOOTWETSTWU�T �TIM PODFORMU

LAM�

�� eSLI � NA�INAETSQ S CTL
OPERATORA� TO e��� WY

�ISLQETSQ PO SLEDU��IM PRAWILAM�

e�EX�� � EX
�
e���

�
e�EG�� � 
Z�

�
e��� �EX�Z�

 
e�EU��� ��� � �Z�

�
e��� �

�
e��� �EX�Z�

� 
wTOROE I TRETXE WYRAVENIE WY�ISLQ�TSQ PO AL

GORITMU� IZLOVENNOMU W KONCE PUNKTA ������ T�E�

e� ��

�
� �DLQ WTOROGO WYRAVENIQ�

� �DLQ TRETXEGO WYRAVENIQ�

do

�
e� �� e�

e� �� F�e��

�
while �e� �� e��

return e�

GDE F�Z� SOWPADAET S ZAPISX� W SKOBKAH POSLE OPE

RATOROW �Z I 
Z WO WTOROM I TRETXEM WYRAVENI

QH�

��� Binary Decision Diagrams

����� pONQTIE BDD

oDNIM IZ KLASSOW C BULEWOZNA�NYH WYRAVENIJ SO SWOJ

STWAMI� IZLOVENNYMI W PUNKTE ���� QWLQETSQ KLASS DWO

I�NYH RE�A��IH DIAGRAMM� SOKRA��NNO OBOZNA

�AEMYH ZNAKOSO�ETANIEM BDD �Binary Decision Diag

ram��

BDD MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ PREDSTAWLENIQ TOLX

KO TAKIH MNOVESTW OZNA�IWANIJ WIDA ������ W KOTORYH
KAVDAQ PEREMENNAQ x � V IMEET TIP bool�

eSLI VE TIP NEKOTORYH PEREMENNYH IZ V � NE bool�
TO

� OZNA�IWANIQ WIDA ����� MOVNO PREOBRAZOWATX W OZ

NA�IWANIQ WIDA

�V � f�� �g �����

GDE �V POLU�AETSQ IZ V ZAMENOJ KAVDOJ PEREMEN

NOJ x � V � TIP KOTOROJ 
 NE bool� NA jxj NOWYH
PEREMENNYH TIPA bool� GDE jxj � KOLI�ESTWO BI

TOW� NEOBHODIMYH DLQ ZAPISI ZNA�ENIJ TIPA � �x��
I

� DLQ PREDSTAWLENIQ MNOVESTW OZNA�IWANIJ WIDA

����� MOVNO ISPOLXZOWATX BDD� PREDSTAWLQ��IE
MNOVESTWA OZNA�IWANIJ WIDA ������

nIVE MY PREDPOLAGAEM� �TO KAVDAQ PEREMENNAQ x
IZ V IMEET TIP bool�

BDD MOVNO OPREDELITX W TOM SINTAKSISE� KOTORYJ
IZLOVEN W PUNKTE ������oDNAKO NAIBOLEE NAGLQDNO BDD
PREDSTAWLQ�TSQ W WIDE GRAFOW� PO�TOMU MY BUDEM OPRE

DELQTX BDD SRAZU W GRAFOWOJ FORME�

BDD PREDSTAWLQET SOBOJ ACIKLI�ESKIJ GRAF e S WY

DELENNOJ WER�INOJ Root�e�� NAZYWAEMOJ KORNEM� wER

�INY BDD DELQTSQ NA DWA KLASSA 
 TERMINALXNYE I
NETERMINALXNYE�

kAVDAQ TERMINALXNAQ WER�INA IMEET METKU � ILI
�� iZ TERMINALXNYH WER�IN NE WYHODIT NI ODNOGO REB

RA�

kAVDAQ NETERMINALXNAQ WER�INA v POME�ENA NEKO

TOROJ PEREMENNOJ l�v� � V � iZ NE� WYHODQT DWA REBRA�
ODNO IZ KOTORYH IMEET METKU �� A DRUGOE 
 METKU ��

wY�ISLENIE ZNA�ENIQ BDD NA OZNA�IWANII � PRO

ISHODIT POSREDSTWOM PROHODA PO �TOJ BDD� NA�INAQ S
KORNEWOJ WER�INY� w KAVDYJ MOMENT PROHODA

� ESLI MY W �TOT MOMENT NAHODIMSQ W NETERMINALX

NOJ WER�INE� TO MY PEREHODIM K SLEDU��EJ WER

�INE PO REBRU S METKOJ ��l�v��� I

� ESLI MY W �TOT MOMENT NAHODIMSQ W TERMINALX

NOJ WER�INE� TO WY�ISLENIE ZAKAN�IWAETSQ� I W

KA�ESTWE REZULXTATA WYDA�TSQ METKA �TOJ WER�I

NY�

dWE BDD NAZYWA�TSQ IZOMORFNYMI� ESLI SU�EST

WUET WZAIMNO
ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE MEVDU MNOVES

TWAMI IH WER�IN� TAKOE� �TO

� KORNEWYE WER�INY SOOTWETSTWU�T DRUG DRUGU�

� METKI SOOTWETSTWU��IH WER�IN SOWPADA�T� I

� ESLI W ODNOJ BDD PARA WER�IN SOEDINENA REBROM�
TO SOOTWETSTWU��AQ EJ PARA W DRUGOJ BDD TOVE

SOEDINENA REBROM S TOJ VE METKOJ�

o�EWIDNO� �TO ESLI DWE BDD IZOMORFNY� TO ONI �KWI

WALENTNY�

����� rEDUKCIQ BDD

rEDUKCIEJ BDD NAZYWAETSQ PREOBRAZOWANIE E� W �K

WIWALENTNU� EJ BDD MENX�EGO RAZMERA�

sU�ESTWU�T TRI OPERACII REDUKCII�

��



�� eSLI BDD SODERVIT PARU v�� v� WER�IN SO SLEDU

��IMI SWOJSTWAMI�

� l�v�� � l�v��� I

� ESLI v� I v� NETERMINALXNY� TO KONCY WYHO

DQ�IH IZ v� I v� R�BER S ODINAKOWYMI MET

KAMI SOWPADA�T�

TO MOVNO

� UDALITX v� I WYHODQ�IE IZ NE� R�BRA� I

� R�BRA� WHODQ�IE W v�� PERENAPRAWITX W v��

�� eSLI BDD SODERVIT WER�INU v� TAKU�� �TO WY

HODQ�IE IZ v R�BRA IME�T ODIN I TOT VE KONEC

v�� TO MOVNO

� UDALITX v I WYHODQ�IE IZ NE� R�BRA� I

� WHODQ�IE W v R�BRA PERENAPRAWITX W v��

�� eSLI BDD SODERVIT NEDOSTIVIMU� WER�INU v
�T�E� TAKU� WER�INU v� W KOTORU� NE SU�ESTWUET

PUTI IZ KORNQ�� TO MOVNO UDALITX �TU WER�INU I
WSE SWQZANNYE S NE� R�BRA�

rEDUCIROWANIEM BDD NAZYWAETSQ PRIMENENIE K

NEJ OPERACIJ REDUKCII DO TEH POR� POKA �TO WOZMOVNO�
BDD NAZYWAETSQ NEREDUCIRUEMOJ� ESLI K NEJ NE


WOZMOVNO PRIMENITX NIKAKU� OPERACI� REDUKCII�

����� pORQDOK PEREMENNYH W BDD

pUSTX NA MNOVESTWE V PEREMENNYH ZADAN NEKOTORYJ

LINEJNYJ PORQDOK R�
BDD NAZYWAETSQ SOGLASOWANNOJ S R� ESLI DLQ KAV


DOGO REBRA IZ ODNOJ NETERMINALXNOJ WER�INY v� W DRU

GU� NETERMINALXNU� WER�INU v� IMEET MESTO NERAWEN

STWO

l�v�� 	 l�v��

mOVNO DOKAZATX� �TO ESLI DWE NEREDUCIRUEMYE BDD
SOGLASOWANY S ODNIM I TEM VE PORQDKOM NA V I �KWI

WALENTNY� TO ONI IZOMORFNY�

pUSTX ZADANY NEKOTOROE MNOVESTWO OZNA�IWANIJM
WIDA ������ I NEKOTORYJ PORQDOK R NA V �

nAIMENX�IJ WOZMOVNYJ RAZMER BDD� KOTORAQ PRED

STAWLQET M I SOGLASOWANA S R� OBOZNA�AETSQ ZNAKOSO

�ETANIEM

size�M�R�

nAPRIMER� ESLI PREDSTAWLQEMOE MNOVESTWO M SO

STOIT IZ WSEH OZNA�IWANIJ� NA KOTORYH ISTINNO WYRA

VENIE

k�
i��

�xi � yi�

TO

� size�M�R�� � �k � �� GDE PORQDOK R� IMEET WID

x� 	 y� 	 � � � 	 xk 	 yk

� size�M�R�� � � � �k� �� GDE PORQDOK R� IMEET WID

x� 	 � � � 	 xk 	 y� 	 � � � 	 yk

pORQDOK R NA V NAZYWAETSQ OPTIMALXNYM DLQ

PREDSTAWLENIQ M � ESLI DLQ L�BOGO PORQDKA R� NA V

size�M�R� � size�M�R��

zADA�A PROWERKI OPTIMALXNOSTI WYBRANNOGO PORQDKA

QWLQETSQ NP�POLNOJ�
nIVE WSE RASSMATRIWAEMYE BDD PREDPOLAGA�TSQ

SOGLASOWANNYMI S NEKOTORYM FIKSIROWANNYM PORQD

KOM NA MNOVESTWE PEREMENNYH�

�TO� W �ASTNOSTI� OBESPE�IWAET WOZMOVNOSTX PRO

WERKI �KWIWALENTNOSTI DWUH BDD� KOTORAQ� WWIDU WY

�ESKAZANNOGO� MOVET BYTX PROIZWEDENA PUT�M

� REDUCIROWANIQ OBEIH BDD� I

� PROWERKE IZOMORFNOSTI POLU�IW�IHSQ BDD�

����� oPERACII NA BDD

w �TOM PUNKTE OPREDELQ�TSQ BULEWSKIE I NEKOTORYE

DRUGIE OPERACII NA BDD� pOSLE WYPOLNENIQ DEJSTWIJ�
IZLOVENNYH W OPREDELENII KAVDOJ OPERACII� NEOBHODI

MO REDUCIROWATX POLU�IW�U�SQ BDD�

kONSTANTY 	 I �

BDD� PREDSTAWLQ��AQ KONSTANTU � ILI �� SOSTOIT IZ
ODNOJ WER�INY� POME�ENNOJ �TOJ KONSTANTOJ�

pODSTANOWKA ZNA�ENIQ WMESTO PEREMENNOJ

pUSTX e � NEKOTORAQ BDD�
dLQ KAVDOJ E� NETERMINALXNOJ WER�INY v MY BU


DEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM vb �GDE b � � ILI �� KONEC
WYHODQ�EGO IZ v REBRA S METKOJ b�

zNAKOSO�ETANIE

�x �� b�e �����

�GDE x � V I b � � ILI �� OBOZNA�AET BDD� POLU�AEMU�
IZ e UDALENIEM WSEH WER�IN S METKOJ x I WYHODQ�IH IZ
NIH R�BER� PRI��M PERED UDALENIEM KAVDOJ TAKOJ WER

�INY v KAVDOE REBRO� WHODQ�EE W v� PERENAPRAWLQETSQ
W vb�

w TOM SLU�AE� KOGDA UDALQEMAQ WER�INA QWLQETSQ

KORNEM W e� KORNEM W ����� BUDET vb� w �TOM SLU�AE �����
QWLQETSQ PODGRAFOM W e�

nETRUDNO WIDETX� �TO DLQ KAVDOGO OZNA�IWANIQ �
IMEET MESTO SOOTNO�ENIE

� ��x �� b�e� � ���x �� b�� �e�

GDE OZNA�IWANIE ��x �� b� OTLI�AETSQ OT � LI�X ZNA�E

NIEM NA PEREMENNOJ x� KOTOROJ ONO SOPOSTAWLQET ZNA

�ENIE b�

�	



oTRICANIE

dLQ KAVDOJ BDD e E� OTRICANIE e POLU�AETSQ IZ e ZA

MENOJ METOK TERMINALXNYH WER�IN� � ZAMENQETSQ NA ��
A � 
 NA ��

bINARNYE BULEWY OPERACII

pUSTX � OBOZNA�AET OPERACI� � ILI �� dLQ KAVDOJ PA

RY BDD e�� e� IH BULEWA KOMPOZICIQ e��e� OPREDELQETSQ
SLEDU��IM OBRAZOM�

eSLI ODNA IZ BDD e�� e� QWLQETSQ KONSTANTOJ� TO
e� � e� SOWPADAET LIBO S e�� LIBO S e��

� � e � �� � � e � e� � � e � e� � � e � �

pUSTX OBE BDD e� I e� NE KONSTANTY�oBOZNA�IM METKI
WER�IN Root�e�� I Root�e�� SIMWOLAMI x I y SOOTWET

STWENNO�

eSLI x � y� TO ISKOMAQ BDD IMEET KORENX S METKOJ

x� IZ KOTOROGO WYHODIT

� REBRO S METKOJ � W BDD

��x �� ��e�� � ��x �� ��e��

I

� REBRO S METKOJ � W BDD

��x �� ��e�� � ��x �� ��e��

eSLI x 	 y� TO ISKOMAQ BDD IMEET KORENX S METKOJ x�
IZ KOTOROGO WYHODIT

� REBRO S METKOJ � W BDD

��x �� ��e�� � e�

I

� REBRO S METKOJ � W KORENX BDD

��x �� ��e�� � e�

eSLI y 	 x� TO ISKOMAQ BDD OPREDELQETSQ ANALO

GI�NO�

zAMETIM� �TO WSE U�ASTWU��IE W DANNOM OPREDELE

NII WSPOMOGATELXNYE BDD �TIPA �x �� b�ei� QWLQ�TSQ
PODGRAFAMI ISHODNYH BDD� T�E� POLNOSTX� OPREDELQ

�TSQ WER�INAMI ISHODNYH BDD� QWLQ��IMISQ KORNE

WYMI W DANNYH WSPOMOGATELXNYH BDD� �TO POZWOLQ

ET WO WSEH WYRAVENIQH� W KOTORYH U�ASTWU�T WSPOMO

GATELXNYE BDD� WMESTO SAMIH �TIH BDD ZAPISYWATX

TOLXKO OPREDELQ��IE IH WER�INY� iSPOLXZUQ DANNOE
SOOBRAVENIE� NETRUDNO DOKAZATX� �TO SLOVNOSTX ZADA

�I WY�ISLENIQ BINARNYH BULEWSKIH OPERACIJ NA BDD
IMEET WERHN�� OCENKU O�je�j � je�j��

rELQCIONNYE PROIZWEDENIQ

dLQ WY�ISLENIQ BDD EX�e�� OPREDELQEMOJ SOOTNO�E

NIEM ������ MY REALIZUEM BOLEE OB�U� OPERACI� RELQ

CIONNOGO PROIZWEDENIQ �rp�� KOTORAQ PO PARE BDD

f�X�Y � I g�Y� Z�

�GDE X�Y� Z � POPARNO NEPERESEKA��IESQ SPISKI BULE

WYH PEREMENNYH� f SODERVIT PEREMENNYE IZ X I Y � A
g � PEREMENNYE IZ Y I Z� STROIT BDD

� Y

�
f�X�Y � � g�Y� Z�

�
�����

GDE � Y QWLQETSQ SOKRA�ENIEM ZNAKOSO�ETANIQ

�y� � � ��yk

ESLI Y IMEET WID �y�� � � � � yk�� dLQ KAVDOJ BDD e ZNA

KOSO�ETANIE �y e QWLQETSQ SOKRA��NNOJ ZAPISX� BDD

�y �� ��e � �y �� ��e

oPERACIQ WY�ISLENIQ ����� OBOZNA�AETSQ ZNAKOSO�E

TANIEM Rel Prod I IMEET ARGUMENTY f� g� Y � w OPRE

DELENII �TOJ OPERACII ISPOLXZUETSQ WSPOMOGATELXNAQ

PEREMENNAQ Cache� W KOTOROJ HRANQTSQ �ETW�RKI WIDA

� f� g� Y� Rel Prod�f� g� Y � �

PREDSTAWLQ��IE SOBOJ WY�ISLENNYE ZNA�ENIQ FUNKCII

Rel Prod DLQ NEKOTORYH ZNA�ENIJ E� ARGUMENTOW�
oPERACIQ Rel Prod OPREDELQETSQ REKURSIWNO SLE


DU��IM OBRAZOM�
Rel Prod �f� g� Y � ��

�� ESLI f � � ILI g � �� TO return �

�� ESLI f � � I g � �� TO return �

�� ESLI �f� g� Y� h� � Cache TO return h

�� INA�E WYPOLNQEM SLEDU��U� POSLEDOWATELXNOSTX

DEJSTWIJ�

� a �� maxvar �f� �PEREMENNAQ W f S MAKSI

MALXNYM NOMEROM�

� b �� maxvar �g�

� c �� max �a� b�

� h� �� Rel Prod ��c �� ��f� �c �� ��g� Y �

� h� �� Rel Prod ��c �� ��f� �c �� ��g� Y �

� h ��

�
h� � h� ESLI c � Y

�z � h�� � �z � h�� INA�E

� DOBAWLQEM �f� g� Y� h� W Cache

� return �h�

w NAIHUD�EM SLU�AE �TOT ALGORITM IMEET �KSPONEN

CIALXNU� SLOVNOSTX�

w TOM SLU�AE� KOGDA

�




� WY�ISLQETSQ rp WIDA

�Y

�
��X�Y �

e�Y �

�
�����

�KOTOROE PREDSTAWLQET OSNOWNOJ INTERES DLQ ZA

DA�I MC�� I

� � QWLQETSQ KOMBINACIEJ OTNO�ENIJ �i� MNOGIE IZ
KOTORYH ZAWISQT OT NEBOLX�OGO �ISLA PEREMEN

NYH IZ Y

TO WY�ISLENIE BDD ����� MOVET BYTX USKORENO�
nAPRIMER� ESLI � � �� � � � � � �n ��TO IMEET MESTO�

NAPRIMER� W TOM SLU�AE� KOGDA � OPREDELQETSQ PO PRO

GRAMMNOJ SISTEME SOGLASNO PRAWILAM� IZLOVENNYM W

PUNKTE ������� TO WMESTO BDD ����� MOVNO WY�ISLQTX
�KWIWALENTNU� EJ BDD

n�
i��

�Y

�
�i�X�Y �

e�Y �

�
���	�

w �ASTNOSTI� ESLI MODELIRUEMAQ SISTEMA PREDSTAWLQET
SOBOJ SHEMU IZ FUNKCIONALXNYH �LEMENTOW� KOMPONEN

TY KOTOROJ RABOTA�T POSLEDOWATELXNO� TO

�i �

��
	

yi � fi�X�V
j ��i

�yj � xj�


�
�

I ���	� MOVNO PEREPISATX W WIDE

n�
i��

�yi

�
yi � fi�X�

e�x�� � � � � xi��� yi� xi��� � � � � xn�

�
���
�

w DRUGOM SLU�AE� KOGDA � PREDSTAWLQET SOBOJ KON�

�NKCI� WYRAVENIJ� IH NADO SNA�ALA OB�EDINITX W GRUP

PY� OTNOSQ W ODNU GRUPPU TE WYRAVENIQ� KOTORYE SWQ

ZANY PO SMYSLU� wYRAVENIE� SOOTWETSTWU��EE KAVDOJ
GRUPPE� DOLVNO BYTX PREDSTAWLENO EDINOJ BDD� pUSTX
WYRAVENIQ� SOOTWETSTWU��IE �TIM GRUPPAM� IME�T WID
��� � � � � �n� TOGDA

� � �� � � � �� �n

dLQ KAVDOGO i � f�� � � � � ng OBOZNA�IM SIMWOLOM Y ��i�
MNOVESTWO PEREMENNYH IZ Y � KOTORYE WHODQT W �i�

eSLI PREDSTAWITX MNOVESTWO Y W WIDE RAZBIENIQ

Y� t � � �t Yn� GDE

Y�
def
� Y ����

Y�
def
� Y ���� n Y�

Y�
def
� Y ���� n �Y� 
 Y��

� � �

Yn
def
� Y ��n� n �Y� 
 � � �
 Yn���

TO WMESTO BDD ����� MOVNO WY�ISLQTX �KWIWALENTNU�
EJ BDD

�Y�

��������
������	

��

�Y�

�����
���	

��

� � ��Yn��

���
�	

�n��

�Yn

�
�n

e�Y �

� 
��
��


����
����


�������
�������

wY�ISLENIE POSLEDNEJ BDD PROIZWODITSQ PUT�M WY

�ISLENIQ POSLEDOWATELXNOSTI BDD e�n� � � � � e

�
�� GDE

�i � n� � � � � � e�i
def
� �Yi

�
�i

e�i��

�
� e�n��

def
� e�Y �

rAZMERY BDD e�n� � � � � e
�
� OPREDELQ�TSQ �ISLOM PERE


MENNYH W �TIH BDD I ZAWISQT OT PORQDKA KON��NKTIW

NYH �LENOW W WYRAVENII �� zADA�A POISKA NAILU��EGO
TAKOGO PORQDKA QWLQETSQ NP
POLNOJ� pORQDOK� BLIZKIJ
K OPTIMALXNOMU� MOVNO NAJTI� NAPRIMER� SLEDU��IM
OBRAZOM�

�� sOSTAWLQEM SPISOK C KON��NKTIWNYH �LENOW W ��

�� dLQ KAVDOJ PEREMENNOJ y� WHODQ�EJ W KAKOE
LIBO
IZ MNOVESTW WIDA Y ����� GDE �� � C� WY�ISLQEM E�

�STOIMOSTX�� KOTORAQ MOVET IMETX WID

max
	��C� Y �	���y

jY ����j ILI
X

	��C� Y �	���y

jY ����j

�� w KA�ESTWE PERWOGO KON��NKTIWNOGO �LENA BER�M

TAKOE ��� �TO Y ���� SODERVIT PEREMENNU� S NAI

MENX�EJ STOIMOSTX��

�� iSKL��AEM �� IZ SPISKA C�

�� sLEDU��IJ PO PORQDKU KON��NKTIWNYJ �LEN I�EM
SREDI OSTAW�IHSQ W SPISKE C PO TO�NO TAKOMU VE

PRINCIPU�

��



gLAWA �

lOGIKA LTL

��� bESKWANTORNYE TEMPORALX�

NYE FORMULY

sOWOKUPNOSTX BESKWANTORNYH TEMPORALXNYH FOR

MUL �btf� PREDSTAWLQET SOBOJ TEMPORALXNU� LOGIKU

SO SLEDU��IMI DOPOLNITELXNYMI PRAWILAMI�

� ESLI � � btf� TO X�� F�� G� � btf

� ESLI � I � � btf� TO U��� �� I R��� �� � btf

vIRNYE SIMWOLY �X� I T�D�� W DANNYH FORMULAH NA

ZYWA�TSQ TEMPORALXNYMI OPERATORAMI�

pUSTX � � �q�� q�� � � �� � PUTX W NEKOTOROJ sp S� dLQ
KAVDOGO i 
 � SIMWOL �i OBOZNA�AET �HWOST� PUTI ��

�i � �qi� qi��� � � ��

dLQ KAVDOJ btf � E� ZNA�ENIEM ���� NA PUTI �
QWLQETSQ BULEWA KONSTANTA � ILI �� KOTORAQ OPREDELQ

ETSQ INDUKTIWNO�

�� ESLI � � p � P� TO ����
def
� q����

�DANNOE ZNA�ENIE UVE OPREDELENO W sp S�

�� ���� � �� ��	� � �

�� ZNA�ENIQ BULEWYH KOMBINACIJ OPREDELQ�TSQ STAN

DARTNYM OBRAZOM

�� � ��X��
def
� ������

� ��F�� � �� ESLI �i 
 � � �i��� � �

� ��G�� � �� ESLI �i 
 � �i��� � �

� ��U��� ��� � �� ESLI �i 
 � ��
�i��� � �� I

� j 	 i �j��� � �

�
�����

� ��R��� ��� � �� ESLI �i 
 ��
�i��� � �� ILI

�j 	 i � �j��� � �

�

mY BUDEM NAZYWATX btf � I � �KWIWALENTNYMI
�I OBOZNA�ATX �TOT FAKT ZNAKOSO�ETANIEM � � ��� ESLI
DLQ KAVDOGO PUTI � W KAVDOJ sp ���� � �����

nETRUDNO DOKAZATX� �TO IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

� F� � �U�

� X� � X�

� G� � F�

� U��� �� � R��� ��

sLEDOWATELXNO� DLQ L�BOJ btf SU�ESTWUET �KWIWALENT

NAQ EJ btf� W KOTORU� WHODQT TOLXKO SWQZKI ����X�U�

kROME TOGO� IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

U��� �� �

!
�
� �XU��� ��

"

R��� �� �

#
�
� �XR��� ��

$

��� LTL�FORMULY

LTL�FORMULOJ NAZYWAETSQ ZNAKOSO�ETANIE WIDAA� ILI
E�� GDE � � btf�

dLQ KAVDOJ sp S I KAVDOGO E� SOSTOQNIQ q ZNA�E

NIE LTL�FORMULY� W q OBOZNA�AETSQ ZNAKOSO�ETANIEM
q��� I OPREDELQETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

� q�A�� � �� ESLI DLQ KAVDOGO PUTI � IZ q

���� � � �����

� q�E�� � �� ESLI SU�ESTWUET PUTX � IZ q� TAKOJ�
�TO IMEET MESTO ������

iZ �TOGO OPREDELENIQ SLEDUET� �TO DLQ KAVDOJ btf �
A� � E��

mOVNO OPREDELITX STANDARTNYM OBRAZOM OTNO�E

NIE �KWIWALENTNOSTI CTL�FORMUL I LTL�FORMUL� I
DOKAZATX� �TO

�� CTL�FORMULA AG�EFp� NE �KWIWALENTNA NI OD

NOJ LTL�FORMULE

�� LTL�FORMULA A�FGp� NE �KWIWALENTNA NI ODNOJ
CTL�FORMULE

�� DIZ��NKCIQ PRIWED�NNYH WY�E FORMUL NE �KWI

WALENTNA NI ODNOJ LTL�FORMULE� I NI ODNOJCTL�
FORMULE�

��



��� Model checking DLQ LTL

����� sp S�

nIVE MY PREDPOLAGAEM� �TO KAVDAQ RASSMATRIWAEMAQ
btf SODERVIT SWQZKI TOLXKO IZ MNOVESTWA f����X�Ug�

dLQ KAVDOJ btf � ZNAKOSO�ETANIE h�i OBOZNA�A

ET NAIMENX�EE �PO OTNO�ENI� WKL��ENIQ� MNOVESTWO
FORMUL� UDOWLETWORQ��EE SLEDU��IM USLOWIQM�

�� h�i SODERVIT WSE PODFORMULY FORMULY �

�� ESLI U��� �� � h�i� TO XU��� �� � h�i

mNOVESTWO h�i NAZYWAETSQ ZAMYKANIEM �� nIVE MNO

VESTWO P � h�i BUDET OBOZNA�ATXSQ SIMWOLOM P��

dLQ KAVDOJ btf � SIMWOL S� OBOZNA�AET sp�

� SOSTOQNIQMI KOTOROJ QWLQ�TSQ FUNKCII WIDA

K � h�i � f�� �g �����

UDOWLETWORQ��IE SLEDU��IM USLOWIQM�

K��� � K���

K�� � �� � K��� �K���

K�U��� ��� �

�
K���

K��� �K�XU��� ���

� �����

� DLQ KAVDOJ PARY K�K � SOSTOQNIJ sp S� IMEETSQ
REBRO K � K�� ESLI DLQ KAVDOJ FORMULY WIDA

X� IZ h�i
K�X�� � K���� �����

� DLQ KAVDOGO p � P� I KAVDOGO SOSTOQNIQ K IS

TINNOSTX p W K RAWNA K�p��

� NA�ALXNYMI SOSTOQNIQMI QWLQ�TSQ TAKIE FUNK

CII K� DLQ KOTORYH K��� � �

� W sp S� DOPOLNITELXNO ZADAN SPISOK USLOWIJ fairness�
KOTORYJ IMEET WID

�FU����� jU��� �� � h�i�

GDE DLQ KAVDOJ FORMULY IZ h�i WIDA U��� ��

FU�����
def
� fK � h�i � f�� �g j K�U��� ��� � K���g

nETRUDNO DOKAZATX� �TO PUTX � � �K�� � � �� W S� QW

LQETSQ fair TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA DLQ KAVDOGO
i 
 � I KAVDOJ FORMULY WIDA U��� �� IZ h�i

Ki�U��� ��� �
�
j�i

Kj���

lEMMA�
dLQ KAVDOGO SOSTOQNIQK sp S� I KAVDOGO fair PUTI

�� WYHODQ�EGO IZ K� IMEET MESTO RAWENSTWO

K��� � ����

dOKAZATELXSTWO�
dOKAVEM BOLEE OB�EE UTWERVDENIE� DLQ KAVDOGO fair

PUTI � � �K�� � � �� W S� IMEET MESTO SOOTNO�ENIE

�� � h�i� �i 
 � Ki��� � �i��� �����

dOKAZATELXSTWO �TOGO SOOTNO�ENIQ MY PROWED�M IN

DUKCIEJ PO STRUKTURE ��

�� �p � P� Ki�p� � �i�p� PO OPREDELENI� ZNA�ENIQ

btf NA PUTI

�� Ki��� � Ki��� � �i��� � �i���

�� Ki�� � �� � Ki��� �Ki��� �
� �i��� � �i��� � �i�� � ��

�� Ki�X�� � Ki����� � �i����� � �i�X��

�� DLQ DOKAZATELXSTWA RAWENSTWA

Ki�U��� ��� � �i�U��� ���

MY OTDELXNO DOKAVEM DWA NERAWENSTWA�

Ki�U��� ��� � �i�U��� ��� �����

I

Ki�U��� ��� 
 �i�U��� ��� ���	�

pUSTX ����� NEWERNO� T�E�

Ki�U��� ��� � � ���
�

�i�U��� ��� � � ������

sOGLASNO OPREDELENI� ZNA�ENIQ btf NA PUTI� IZ
������ SLEDU�T SOOTNO�ENIQ

�i��� � � ������

�i�� �XU��� ��� � � ������

IZ KOTORYH� U�ITYWAQ INDUKTIWNOE PREDPOLOVE

NIE� MY POLU�AEM SOOTNO�ENIQ

Ki��� � � ������

Ki��� � �i���U��� ��� � � ������

iZ ������ ���
�� I ������ SLEDUET� �TO

Ki��� �Ki���U��� ��� � � ������

T�E�
Ki��� � � ������

I

Ki���U��� ��� � � ������

iZ ������ I ������ SLEDUET� �TO

�i���U��� ��� � � ����	�

��



sOOTNO�ENIQ ������ I ����	� PREDSTAWLQ�T SOBOJ
ISHODNYE SOOTNO�ENIQ ���
� I ������ W KOTORYH

WMESTO i NAPISANO i� ��

sLEDOWATELXNO� BUDUT WERNY SOOTNO�ENIQ ���
� I
������� W KOTORYH WMESTO i NAPISANO PROIZWOLXNOE
j 
 i� w �ASTNOSTI� POSKOLXKU IZ ���
� I ������
SLEDUET ������� TO DLQ KAVDOGO j 
 i BUDET WERNO
������� W KOTOROM WMESTO i NAPISANO j� u�ITYWAQ
���
�� MY POLU�AEM PROTIWORE�IE S PREDPOLOVE

NIEM O TOM� �TO PUTX � � fair�

tEPERX DOKAVEM OBRATNOE NERAWENSTWO ���	��

wYRAVENIE �i�U��� ��� PO OPREDELENI� QWLQETSQ

DIZ��NKCIEJ WYRAVENIJ WIDA

�i��� � � � �� �i�k����� � �i�k��� ����
�

GDE k 
 ��

dLQ DOKAZATELXSTWA ���	� DOSTATO�NO DOKAZATX� �TO
KAVDOE IZ WYRAVENIJ ����
� NE PREWOSHODIT

Ki�U��� ��� ������

pO INDUKTIWNOMU PREDPOLOVENI�� ����
� SOWPADA

ET S

Ki��� � � � ��Ki�k����� �Ki�k��� ������

pOSKOLXKU

Ki�k��� � Ki�k�U��� ��� � Ki�k���XU��� ���

TO

Ki�k����� �Ki�k��� �

� Ki�k����� �Ki�k���XU��� ��� �

� Ki�k���U��� ���

T�E� POSLEDNIE DWA �LENA W WYRAVENII ������ MOV

NO PROMAVORIROWATX WYRAVENIEM

Ki�k���U��� ���

pROIZWODQ I DALEE PODOBNYE MAVORIRU��IE ZA

MENY� W KONCE KONCOW PRID�M K VELAEMOMU WYRA

VENI� �������

����� sp S � S�

dLQ KAVDOJ sp S � �P� Q� �� L�Q�� I KAVDOJ btf �
ZNAKOSO�ETANIE S � S� OBOZNA�AET sp�

� SOSTOQNIQMI KOTOROJ QWLQ�TSQ PARY WIDA �q�K��
GDE q � Q� K � SOSTOQNIE S�� I

�p � P� K�p� � q�p�

� W sp S �S� IMEETSQ REBRO �q�K�� �q��K��� ESLI
q � q� I K � K�

� DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ �q�K�sp S�S� I KAVDOGO
p � P ZNA�ENIE p W �q�K� RAWNO K�p� �� q�p���

pUSTX S � �P� Q� �� L�Q�� � NEKOTORAQ sp�
kAVDYJ PUTX � � �q�� � � �� W S OPREDELQET fair PUTX

�� � �K�� � � �� W S�� GDE

�� � h�i� �i 
 � Ki��� � �i��� ������

eSLI BY �� BYL NE fair� TO

�i� 
 � � � i 
 i� Ki�U��� ��� �� Ki���

T�E�
� i 
 i� �i�U��� ��� �� �i���

T�E�
� i 
 i� �i�U��� ��� � �� �i��� � �

�TO NEWERNO� T�K� IZ �i��U��� ��� � � SLEDUET� �TO

� i 
 i� � �i��� � �

�TO PROTIWORE�IT SOOTNO�ENI� � i 
 i� �i��� � ��
dLQ KAVDOGO PUTI � � �q�� � � �� W S OBOZNA�IM SIM


WOLOM �� PUTX � � �� W S � S�� T�E� PUTX

��q��K��� �q��K��� � � �� ������

pROIZWOLXNYJ PUTX � W S�S� MY BUDEM NAZYWATX fair�
ESLI POSLEDOWATELXNOSTX EGO WTORYH KOMPONENTOW QWLQ

ETSQ fair PUT�M W S��

sOOTWETSTWIE � �� �� MEVDU PUTQMI W S I fair PU

TQMI W S �S� BIEKTIWNO� �TO SLEDUET IZ TOGO� �TO DLQ
KAVDOGO fair PUTI � WIDA ������ IMEET MESTO SOOTNO

�ENIE ������ �W KOTOROM � � �q�� � � ���� dOKAZATELXSTWO
������ MY PROWED�M INDUKCIEJ PO STRUKTURE ��

�� �p � P� Ki�p� � qi�p� � �i�p�

�� Ki��� � Ki��� � �i��� � �i���

�� Ki�� � �� � Ki��� �Ki��� �
� �i��� � �i��� � �i�� � ��

�� Ki�X�� � Ki����� � �i����� � �i�X��

�� Ki�U��� ��� �

�

�
Ki���

Ki��� �Ki�XU��� ���

�
�

�

�
Ki���

Ki��� �Ki���U��� ���

�
�

�



�� Ki���

Ki��� �

�
Ki�����

Ki����� �Ki���XU��� ���

� �
�� �

�



�� Ki���

Ki��� �Ki�����

Ki��� �Ki����� �Ki���XU��� ���

�
�� �

��



�



�� Ki���

Ki��� �Ki�����

Ki��� �Ki����� �Ki���U��� ���

�
�� �

� � � � �

�



���������

�i���

�i��� � �i�����

�i��� � �i����� � �i�����

� � �

�i��� � � � �� �i�k����� � �i�k���

�i��� � � � �� �i�k��� �Ki�k���U��� ���

�
���������

GDE k � PROIZWOLXNOE NEOTRICATELXNOE �ISLO�

tAKIM OBRAZOM� IMEET MESTO NERAWENSTWO

�i�U��� ��� � Ki�U��� ���

dLQ OBOSNOWANIQ OBRATNOGO NERAWENSTWA ZAMETIM�
�TO IZ TOGO� �TO � � fair� SLEDUET SOOTNO�ENIE

Ki�U��� ��� �
�
j�i

Kj��� �
�
j�i

�j���

sILXNO SWQZNAQ KOMPONENTA C W S � S� NAZYWAETSQ

fair� ESLI DLQ KAVDOGO �q�K� � C I KAVDOJ FORMULY

WIDA U��� �� � h�i

K�U��� ��� �
�

�q��K���C

K ���� ������

dOKAVEM� �TO DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ �q�K� SISTE

MY S � S� SLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY�

�� sU�ESTWUET fair PUTX IZ �q�K��

�� sU�ESTWUET KONE�NYJ PUTX IZ �q�K� W SOSTOQNIE
�q��K��� PRINADLEVA�EE NEKOTOROJ fair SCC�

sNA�ALA DOKAVEM� �TO IZ ��� SLEDUET ���� eSLI SU�EST

WUET fair PUTX � IZ �q�K�� TO SU�ESTWUET SOSTOQNIE

�q��K�� � �� TAKOE� �TO WSE SOSTOQNIQ IZ SOWOKUPNOSTI

f�q���K��� � � j �q���K���



�q��K ��g ������

WHODQT W � BESKONE�NO MNOGO RAZ�
������ QWLQETSQ SILXNO SWQZNYM PODMNOVESTWOM� I�

SLEDOWATELXNO� SODERVITSQ W NEKOTOROJ SCC C� dOKA

VEM� �TO C 
 fair SCC� T�E� DLQ KAVDOGO �q��K�� � C I

KAVDOJ FORMULY U��� �� � h�i

K��U��� ��� �
�

�q� �K���C

K���� ������

wYBEREM PROIZWOLXNOE SOSTOQNIE �q���K
�
�� IZ �������

pOSKOLXKU C SILXNO SWQZNA� TO SU�ESTWUET KONE�NYJ

PUTX � 	 C IZ �q��K�� W �q
�
��K

�
��� oBOZNA�IM SIMWOLOM

�� �HWOST� �� NA�INA��IJSQ S �q���K
�
���

u�ITYWAQ ����� I ������ A TAKVE TO� �TO �� � fair PUTX�
ZAKL��AEM� �TO � � �� � TOVE fair PUTX� PO�TOMU

K��U��� ��� �
�

�q��K����	
�

K���� ������

pOSKOLXKU � � �� 	 C� TO IZ ������ SLEDUET �������
tEPERX DOKAVEM� �TO IZ ��� SLEDUET ���� pUSTX SU


�ESTWUET KONE�NYJ PUTX �� IZ �q�K� W �q��K�� � C�
GDE C � fair SCC� oBOZNA�IM SIMWOLOM �� PUTX WIDA
�q��K��� �q��K ��� SODERVA�IJ WSE SOSTOQNIQ IZ C� nE

TRUDNO WIDETX� �TO KONKATENACIQ �� � ��� QWLQETSQ fair
PUT�M IZ �q�K��

����� zADA�A MC�LTL

zADA�AMC
LTL ZAKL��AETSQ W WY�ISLENII MNOVEST

WA QE� � fq � Q j q�E�� � �g� GDE Q � MNOVESTWO SO

STOQNIJ NEKOTOROJ sp� I E� � ZADANNAQ LTL�FORMULA�

rE�ENIE DANNOJ ZADA�I DA�T WOZMOVNOSTX WY�IS

LQTX TAKVE MNOVESTWA WIDA QA�� POSKOLXKU A� � E��

sOGLASNO OPREDELENI�� q�E�� � � OZNA�AET� �TO

�� IZ q � ���� � � ����	�

kAK BYLO USTANOWLENO WY�E� PUTI � SOOTWETSTWUET fair
PUTX �� W S � S� IZ NEKOTOROGO SOSTOQNIQ �q�K��� pO

LAGAQ W ������ i � � I � � �� POLU�AEM�

���� � ����� � K����

pO�TOMU SOOTNO�ENIE ����	� �KWIWALENTNO SLEDU��E

MU� SU�ESTWUET SOSTOQNIE �q�K� SISTEMY S�S�� TAKOE�
�TO

�� K��� � �� I

�� IZ �q�K� WYHODIT fair PUTX�

kAK BYLO DOKAZANO W KONCE PREDYDU�EGO PUNKTA� WTO

ROE IZ �TIH USLOWIJ RAWNOSILXNO SU�ESTWOWANI� PUTI

IZ �q�K� W NEKOTORU� fair SCC� iSPOLXZUQ �TO SOOB

RAVENIE� MOVNO POSTROITX ALGORITM WY�ISLENIQ MNO

VESTWA QE�� ANALOGI�NYJ ALGORITMU RE�ENIQ ZADA�I
MC
CTL IZ PUNKTA ������ sLOVNOSTX DANNOGO ALGORIT

MA IMEET WID O�jSj � �j�j��

mOVNO DOKAZATX� �TO ZADA�IMC
LTL I fair
MC
LTL
QWLQ�TSQ PSPACE�POLNYMI�

oTMETIM� �TO NA ZADA�U PROWERKI SOOTNO�ENIQ ����	�
MOVNO SMOTRETX I KAK NA ZADA�U fair
MC
CTL �I RE

�ATX E� SIMWOLXNYMI METODAMI�� POSKOLXKU ISTINNOSTX
DANNOGO SOOTNO�ENIQ RAWNOSILXNA SU�ESTWOWANI� TA

KOGO SOSTOQNIQ �q�K� SISTEMY S � S�� �TO

�� K��� � �� I

�� �q�K�F �EG�� � ��

��



��� aWTOMATY b�HI

����� pONQTIE AWTOMATA b�HI

aWTOMAT b�HI �NAZYWAEMYJ NIVE PROSTO AWTOMA

TOM� � �TO PQT�RKA

B � �A�Q� ��Q�� F � ����
�

KOMPONENTY KOTOROJ IME�T SLEDU��IJ SMYSL�

�� A � MNOVESTWO� NAZYWAEMOE ALFAWITOM

�� Q � MNOVESTWO� �LEMENTY KOTOROGO NAZYWA�TSQ

SOSTOQNIQMI

�� � � PODMNOVESTWO MNOVESTWA Q � A� Q� NAZYWA

EMOE OTNO�ENIEM PEREHODA

�� Q� 	 Q � MNOVESTWO NA�ALXNYH SOSTOQNIJ

�� F � �F�� � � � � Fn� � SPISOK fair MNOVESTW� GDE DLQ
KAVDOGO i � �� � � � � n Fi 	 Q�

�LEMENTY MNOVESTWA � NAZYWA�TSQ PEREHODAMI�
pROIZWOLXNYJ PEREHOD �q� a� q�� � � OBOZNA�AETSQ ZNAKO


SO�ETANIEM q
a
� q��

aWTOMATMOVNO PREDSTAWITX W WIDE GRAFA� WER�INA

MI KOTOROGO QWLQ�TSQ SOSTOQNIQ� dLQ KAVDOGO PEREHO

DA q

a
� q� GRAF SODERVIT REBRO S METKOJ a IZ q W q��

dLQ KAVDOGO PUTI � W �TOM GRAFE SIMWOL L��� OBO

ZNA�AET POSLEDOWATELXNOSTX METOK R�BER� IZ KOTORYH
SOSTOIT DANNYJ PUTX� T�E� ESLI � IMEET WID

q� �a�
q� �a�

q� �a�
� � � ������

TO L��� � �a�� a�� a�� � � ���
zNAKOSO�ETANIE inf��� OBOZNA�AET MNOVESTWO WSEH

SOSTOQNIJ� KOTORYE WSTRE�A�TSQ NA PUTI � BESKONE�

NOE �ISLO RAZ� pUTX � NAZYWAETSQ fair� ESLI DLQ KAV

DOGO i � �� � � � � n inf��� � Fi �� ��

qZYK AWTOMATA B � �TO MNOVESTWO L�B� BESKONE�

NYH CEPO�EK SIMWOLOW ALFAWITA A� SOOTWETSTWU��IH
WSEWOZMOVNYM fair PUTQM IZ NA�ALXNYH SOSTOQNIJ� T�E�

L�B� � fL��� j � � fair PUTX IZ NEKOTOROGO q � Q� g

aWTOMATY B� I B� NAZYWA�TSQ �KWIWALENTNYMI�
ESLI L�B�� � L�B���

dLQ KAVDOGO AWTOMATAB WIDA ����
� SU�ESTWUET �K

WIWALENTNYJ EMU AWTOMAT B� � �A�Q�� ��� Q

�
�� F��� TA


KOJ� �TO SPISOK F� SOSTOIT TOLXKO IZ ODNOGO MNOVESTWA�
kOMPONENTY B� MOVNO OPREDELITX� NAPRIMER� TAK�

� Q� � Q� f�� �� � � �� ng� Q�
� � Q� � f�g�

F� � �Q� fng�

� �� SOSTOIT IZ PEREHODOW �q� j�
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k ESLI q� � Fk I j � k � �
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dANNYJ AWTOMAT IMEET SLEDU��IE KOMPONENTY�

� A � fa� bg

� Q � fq�� q�g

� Q� � fq�g
�NA�ALXNYE SOSTOQNIQ WYDELQ�TSQ DOPOLNITELX

NYMI STRELO�KAMI� WEDU�IMI W NIH�

� F � �fq�g�
�SOSTOQNIQ IZ fair MNOVESTWA OBOZNA�A�TSQ DWOJ

NYMI KRUVO�KAMI�

qZYK DANNOGO AWTOMATA IMEET WID �b
 � a���
nIVE� ESLI U AWTOMATA NE UKAZYWAETSQ WID SPISKA

F EGO fair MNOVESTW� TO PREDPOLAGAETSQ� �TO �TOT SPI

SOK SOSTOIT TOLXKO IZ ODNOGO MNOVESTWA� KOTOROE BUDET
OBOZNA�ATXSQ TEM VE SIMWOLOM F �

����� pERESE�ENIE AWTOMATOW

dLQ KAVDOJ PARY AWTOMATOW B��B�� GDE

Bi � �A�Qi� �i� Q
�
i � Fi� �i � �� ��

SU�ESTWUET AWTOMATB��B�� NAZYWAEMYJ PERESE�ENI

EM B� I B�� I OBLADA��IJ SLEDU��IM SWOJSTWOM�

L�B� � B�� � L�B�� � L�B�� ������

kOMPONENTY AWTOMATA B� � B� MOVNO OPREDELITX� NA

PRIMER� TAK�
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����� iSPOLXZOWANIE AWTOMATOW W ZADA�E

MC�LTL

oDNA IZ WOZMOVNYH FORM ZADA�IMC
LTL ZAKL��AET

SQ W TOM� �TOBY DLQ ZADANNOJ sp S � �P� Q� �� L�Q�� I
ZADANNOJ LTL�FORMULY WIDA A� DOKAZATX� �TO

�q � Q� q�A�� � � ������

T�E� DLQ KAVDOGO PUTI �� WYHODQ�EGO IZ KAKOGO
LIBO
NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ sp S� IMEET MESTO SOOTNO�ENIE

���� � �� ������

kAK BYLO USTANOWLENO W PUNKTE ������ PUTX � OPREDE

LQET fair PUTX �� IZ NEKOTOROGO SOSTOQNIQ K sp S�� OB

LADA��EGO SWOJSTWOM K��� � ����� tAK KAK ���� � ��
TO� SLEDOWATELXNO� SOSTOQNIE K� IZ KOTOROGO WYHODIT
PUTX �� � QWLQETSQ NA�ALXNYM�

sOPOSTAWIM PUTI � � �q�� � � �� POSLEDOWATELXNOSTX
L��� � �L�q��� � � �� FUNKCIJ WIDA P� � f�� �g� W KO

TOROJ DLQ KAVDOGO i 
 � I KAVDOGO p � P� IMEET

MESTO RAWENSTWO L�qi��p� � qi�p�� pUTI �� � �K�� � � ��
MOVNO SOPOSTAWITX ANALOGI�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

L���� � �L�K��� � � �� FUNKCIJ WIDA P� � f�� �g� W KO

TOROJ DLQ KAVDOGO i 
 � I KAVDOGO p � P� IMEET MES

TO RAWENSTWO L�Ki��p� � Ki�p�� iZ ������ SLEDUET� �TO
L��� � L�����

dLQ KAVDOJ sp S OBOZNA�IM SIMWOLOM L�S� MNO

VESTWO WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ WIDA L���� GDE � �
PROIZWOLXNYJ PUTX W S IZ NEKOTOROGO NA�ALXNOGO SO

STOQNIQ �ESLI W S PRISUTSTWU�T USLOWIQ fairness� TO
RASSMATRIWA�TSQ TOLXKO fair PUTI��

mY DOKAZALI� �TO IZ ������ SLEDUET WKL��ENIE

L�S� 	 L�S�� ������

oBRATNO� IZ ������ SLEDUET ������� T�K� ������ OZNA�AET�
�TO DLQ KAVDOGO PUTI � � �q�� � � �� IZ PROIZWOLXNOGO
NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ q� � Q� SU�ESTWUET fair PUTX � �
�K�� � � �� W S�� TAKOJ� �TO K���� � � I

�i 
 �� �p � P� qi�p� � Ki�p� ������

iZ ������ SLEDUET� �TO POSLEDOWATELXNOSTX ��q��K��� � � ��
QWLQETSQ fair PUT�M W S � S�� I� KAK BYLO USTANOWLENO
W PUNKTE ������ OTS�DA SLEDUET SOOTNO�ENIE ������� IZ
KOTOROGO SLEDUET �������

sOOTNO�ENIE ������ �KWIWALENTNO SOOTNO�ENI�

L�S� � L�S�� � � ������

POTOMU �TO L�S�� � L�S�� � �� I DLQ KAVDOJ POSLEDO

WATELXNOSTI �a�� � � �� FUNKCIJ WIDA P� � f�� �g IMEET
MESTO ODNO IZ DWUH SOOTNO�ENIJ�

�a�� � � �� � L�S�� ILI �a�� � � �� � L�S���

dEJSTWITELXNO� RASSMOTRIM sp� MNOVESTWO SOSTOQNIJ
KOTOROJ IMEET WID fq�� � � �g� OTNO�ENIE PEREHODA SOSTO

IT IZ PAR WIDA �qi� qi���� I DLQ KAVDOGO p � P� I KAV


DOGO i 
 � qi�p�
def
� ai�p�� oBOZNA�IM SIMWOLOM � PUTX

�q�� � � �� W �TOJ sp� eMU SOOTWETSTWUET fair PUTX ��� W S�
I fair PUTX ���� W S�� sOGLASNO OPREDELENI�� �a�� � � �� �
L����� � L������� I ESLI ���� � �� TO �a�� � � �� � L�S��� A
ESLI ���� � �� TO �a�� � � �� � L�S���

tAKIM OBRAZOM� ������ �KWIWALENTNO �������
oDIN IZ WOZMOVNYH SPOSOBOW PROWERKI SOOTNO�ENIQ

������ ZAKL��AETSQ W POSTROENII AWTOMATOW BS I B��
OBLADA��IH SWOJSTWAMI L�BS � � L�S�� L�B�� � L�S���
I PROWERKE PUSTOTY QZYKA AWTOMATA BS � B��

dLQ KAVDOJ sp S � �P� Q� �� L�Q�� AWTOMAT BS � OB

LADA��IJ SWOJSTWOM L�S� � L�BS�� MOVNO POSTROITX�
NAPRIMER� PUT�M DOBAWLENIQ K MNOVESTWU SOSTOQNIJ

�TOJ sp NOWOGO SOSTOQNIQ init �KOTOROE BUDET NA�ALX

NYM SOSTOQNIEM AWTOMATABS�� I R�BER IZ init WO WSE SO

STOQNIQ IZ Q�� eSLI REBRO AWTOMATA IMEET WID q� q��
TO EGO METKA RAWNA L�q�� �T�E� ALFAWIT WSEH RASSMATRI

WAEMYH W DANNOM PUNKTE AWTOMATOW SOSTOIT IZ FUNKCIJ

WIDA P� � f�� �g��sPISOK F fair MNOVESTW AWTOMATABS
SOWPADAET S ANALOGI�NYM SPISKOM sp S� eSLI DANNYJ
SPISOK SOSTOIT BOLEE �EM IZ ODNOGO MNOVESTWA� TO AW

TOMAT BS PREOBRAZUETSQ W �KWIWALENTNYJ EMU AWTOMAT
S ODNIM fair MNOVESTWOM� eSLI W S fair MNOVESTWA NE
UKAZANY �T�E� WSE SOSTOQNIQ sp S QWLQ�TSQ fair�� TO F
SOSTOIT IZ MNOVESTWA WSEH SOSTOQNIJ AWTOMATA B�

nETRUDNO DOKAZATX �KWIWALENTNOSTX USLOWIJ�

�� QZYK AWTOMATA ����
� NEPUST

�� SU�ESTWUET PUTX IZ NEKOTOROGO EGO NA�ALXNOGO SO

STOQNIQ q � Q� W SOSTOQNIE q� � C� GDE C � NEKO

TORAQ SCC MNOVESTWA Q� OBLADA��AQ SWOJSTWOM
C � F �� �

�� SU�ESTWUET PUTX IZ NEKOTOROGO SOSTOQNIQ q � Q�

W SOSTOQNIE q� � F � �EREZ KOTOROE PROHODIT CIKL�

tAKIM OBRAZOM� DLQ PROWERKI SOOTNO�ENIQ ������ MOV

NO PROWERQTX LIBO USLOWIE �� LIBO USLOWIE ��

eSLI PROWERQETSQ USLOWIE �� TO DLQ POSTROENIQ WSEH
SCC SO SWOJSTWAMI� UKAZANNYMI W USLOWII �� MOVNO
ISPOLXZOWATX ALGORITM tARXQNA�

eSLI PROWERQETSQ USLOWIE �� TO AWTOMAT BS � B�
MOVNO STROITX �NA LETU� ��on
the
�y��� dANNYJ SPOSOB
POSTROENIQ ZAKL��AETSQ W TOM� �TO SNA�ALA STROITSQ
AWTOMAT B�� KOTORYJ ISPOLXZUETSQ W PROCESSE POSTROE

NIQ AWTOMATA BS � pUSTX SOSTOQNIQMI BS�B� QWLQ�TSQ
PARY �qs� q��� GDE qs � SOSTOQNIE BS � I q� � SOSTOQNIE
B�� eSLI UVE POSTROENO NEKOTOROE SOSTOQNIE qs AWTO

MATA BS � TO K TOMU FRAGMENTU AWTOMATA BS � KOTORYJ
UVE POSTROEN� DOBAWLQ�TSQ TOLXKO TAKIE SOSTOQNIQ q�s�
DLQ KOTORYH SU�ESTWUET �LEMENT a ALFAWITA� TAKOJ�
�TO qs

a
� q�s I q�

a
� q�� DLQ NEKOTOROGO SOSTOQNIQ q��

AWTOMATA B��
eSLI POSTROENA �ASTX AWTOMATA BS � B�� SODERVA


�AQ PUTX� UPOMQNUTYJ W USLOWII �� TO W POSTROENII
WSEGO AWTOMATA BS � B� UVE NET NEOBHODIMOSTI�
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����� oPTIMIZACIQ POSTROENIQ B�

aWTOMAT B� MOVNO STROITX NE PO sp S�� A PO BOLEE
KOMPAKTNOJ sp S�� ZADA��EJ TOT VE SAMYJ QZYK�

sp S� STROITSQ SLEDU��IM OBRAZOM� pRONES�M W �
WSE OTRICANIQ WNIZ� �TOBY ONI RASPOLAGALISX TOLXKO

NAD UTWERVDENIQMI� I OBOZNA�IM POLU�IW�U�SQ FOR

MULU SIMWOLOM 
� dALEE MY STROIM GRAF� KAVDAQ WER

�INA q KOTOROGO QWLQETSQ PODMNOVESTWOM MNOVESTWA

h
i� PRI��M q RAZBITO NA DWA NEPERESEKA��IHSQ KLASSA
New�q� I Old�q��

nA KAVDOM �AGE POSTROENIQ DANNYJ GRAF QWLQETSQ

APPROKSIMACIEJ SISTEMY S�� w KONCE POSTROENIQ DAN

NYJ GRAF BUDET PREDSTAWLQTX SOBOJ ISKOMU� sp S��
dLQ KAVDOJ WER�INY q GRAFA I KAVDOGO p � P� ZNA�E

NIE q�p� RAWNO �� ESLI p � q� I � � ESLI p � q� kAVDOJ
FORMULE IZ h
i WIDAU��� �� SOOTWETSTWUET fair MNOVES

TWOFU������ SOSTOQ�EE IZ WSEH SOSTOQNIJ q� DLQ KOTORYH
WERNA IMPLIKACIQ U��� �� � q � � � q�

kAVDYJ �AG POSTROENIQ OSU�ESTWLQETSQ W SOOTWET

STWII SO SLEDU��IM ZAMYSLOM� DLQ KAVDOJ WER�INY
q� I KAVDOJ FORMULY � � q� � DOLVNA BYTX ISTINNOJ

NA WSEH fair PUTQH� WYHODQ�IH IZ q�

sNA�ALA STROIM WER�INU q�
def
� f
g � New�q���

dLQ O�EREDNOGO �AGA POSTROENIQ WYBIRAETSQ PROIZ

WOLXNAQ WER�INA q� U KOTOROJ New�q� �� � �ESLI TAKIH
WER�IN NET� TO POSTROENIE ZAKON�ENO��

�� eSLI W New�q� ESTX HOTX ODNA FORMULA �� NE NA

�INA��AQSQ S X� TO ONA PERENOSITSQ IZ New�q� W
Old�q�� POSLE �EGO

�a� ESLI � � ���� TO � I � DOBAWLQ�TSQ KNew�q�

�b� ESLI � � � � �� TO

� SOZDA�TSQ DUBLIKAT q� WER�INY q S TEMI
VE KLASSAMI New I Old� I DLQ KAVDOGO
REBRA� WEDU�EGO W q� SOZDA�TSQ NOWOE REB

RO S TEM VE NA�ALOM� NO S KONCOM W q��

� � DOBAWLQETSQ K New�q��

� � DOBAWLQETSQ K New�q���

�c� ESLI � � U��� ��� TO WYPOLNQEM TE VE OPERA

CII� �TO I W PREDYDU�EM PUNKTE� PRIMENI


TELXNO K FORMULE � �
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WYE R�BRA� WEDU�IE W q��
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� � I X� DOBAWLQ�TSQ K New�q��

zATEM PROWERQETSQ NEPROTIWORE�IWOSTX I NEIZBY

TO�NOSTX MODIFICIROWANNOJ WER�INY q�

� ESLI W q WHODIT FORMULA 	� ILI PARA FOR

MUL WIDA p� p� TO q I WSE WEDU�IE W NE� R�BRA
UDALQ�TSQ

� ESLI W q WHODIT FORMULA �� TO �TA FORMULA
UDALQETSQ

� ESLI W q WHODIT PARA ODINAKOWYH FORMUL�
TO UDALQETSQ TA IZ NIH� KOTORAQ WHODIT W

New�q�

w SLU�AQH �b�� �c�� �d� TE VE DEJSTWIQ WYPOLNQ

�TSQ DLQ q��

�� eSLI W New�q� WSE FORMULY NA�INA�TSQ S X� TO

�a� W TOM SLU�AE� KOGDA � q� �� q�

New�q� 	 New�q�� I Old�q� � Old�q��

WER�INA q UDALQETSQ� A KAVDOE WEDU�EE W NE�
REBRO PERENAPRAWLQETSQ W q�

�b� INA�E SOZDA�TSQ NOWAQ WER�INA q� �
� f� j X� � New�q�g � New�q��� I REBRO IZ
q W q�� A WSE FORMULY IZ New�q� UDALQ�TSQ�

nA�ALXNYMI SOSTOQNIQMI sp S� QWLQ�TSQ TAKIE WER

�INY� KOTORYE SODERVAT FORMULU 
�

����	 pROWERKA WKL��ENIQ QZYKOW

pOSKOLXKU ZADA�A MC
LTL W FORME PROWERKI USLOWIQ

������ MOVET BYTX SWEDENA K PROWERKE USLOWIQ ������� TO
ISSLEDOWANIE PROBLEMY WKL��ENIQ QZYKOW TAKVE PRED

STAWLQET BOLX�OJ INTERES� �TU PROBLEMU MOVNO RAS

SMOTRETX W SLEDU��EJ POSTANOWKE� PO ZADANNYM AWTO

MATAM B� I B� NAD ODNIM I TEM VE ALFAWITOM PRO

WERITX USLOWIE L�B�� 	 L�B��� iZWESTNO� �TO DANNAQ
PROBLEMA PSPACE
POLNA�
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�
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mOVNO DOKAZATX� �TO USLOWIE L�B�� 	 L�B�� �KWI
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gLAWA �

sISTEMY S PEREDA�EJ SOOB�ENIJ

��� pROGRAMMNYE SISTEMY S PE�

REDA�EJ SOOB�ENIJ

pROGRAMMNAQ SISTEMA S PEREDA�EJ SOOB�ENIJ

�NAZYWAEMAQ W �TOJ GLAWE BOLEE KOROTKO SISTEMOJ� PRED

STAWLQET SOBOJ KONE�NU� SOWOKUPNOSTX� PROGRAMM� WZA

IMODEJSTWU��IH DRUG S DRUGOM POSREDSTWOM PEREDA�I

SOOB�ENIJ� kAVDOE SOOB�ENIE PREDSTAWLQET SOBOJ SPI

SOK ZNA�ENIJ� mNOVESTWO WSEH WOZMOVNYH ZNA�ENIJ BU

DET OBOZNA�ATXSQ SIMWOLOM D� A MNOVESTWO WSEH SPIS

KOW ZNA�ENIJ � SIMWOLOM D
�

	���� pONQTIE PROGRAMMY

pROGRAMMA PREDSTAWLQETSQ NEKOTOROJ BLOK
SHEMOJ� KA

VDAQ WER�INA n KOTOROJ POME�ENA NEKOTORYM OPERATO

ROM Op�n�� wID �TIH OPERATOROW OPREDELQETSQ NIVE�

s KAVDOJ PROGRAMMOJ P SWQZANO NEKOTOROE MNOVES

TWO V ar�P � E� PEREMENNYH� PRI��M DLQ RAZNYH PRO

GRAMM IH MNOVESTWA PEREMENNYH NE PERESEKA�TSQ� kAV

DOJ PEREMENNOJ x SOPOSTAWLENO MNOVESTWO E� WOZMOV

NYH ZNA�ENIJ Dx 	 D� KOTORYE MOVET PRINIMATX PE

REMENNAQ x� eSLI X � SPISOK PEREMENNYH WIDA

�x�� � � � � xn�

TO SIMWOL DX OBOZNA�AET DEKARTOWO PROIZWEDENIE

Dx� � � � ��Dxn �

kROME TOGO� S�ITAETSQ ZADANNYM NEKOTOROE MNOVES

TWO FUNKCIONALXNYH SIMWOLOW

�� �� head� tail� � � �

PRI POMO�I KOTORYH MOVNO STANDARTNYM OBRAZOM STRO

ITX WYRAVENIQ S PEREMENNYMI� eSLI KAVDOJ PEREMEN

NOJ x� WHODQ�EJ W WYRAVENIE e� SOPOSTAWLENO NEKOTOROE
ZNA�ENIE ��x�� TO WS� WYRAVENIE e PRINIMAET ZNA�ENIE
��e�� OPREDELQEMOE STANDARTNYM OBRAZOM�eSLI E � SPI

SOK WYRAVENIJ WIDA

�e�� � � � � en� �����

I KAVDOJ PEREMENNOJ x� WHODQ�EJ W KAKOE
LIBO IZ WY

RAVENIJ SPISKA E� SOPOSTAWLENO NEKOTOROE ZNA�ENIE

��x�� TO SIMWOL ��E� OBOZNA�AET SPISOK SOOTWETSTWU

��IH ZNA�ENIJ

���e��� � � � � ��en���

nIVE DLQ KAVDOJ PROGRAMMY P

� SIMWOL Tm�P � BUDET OBOZNA�ATX SOWOKUPNOSTX WSEH
WYRAVENIJ S PEREMENNYMI IZ V ar�P �

� SIMWOL Fm�P � BUDET OBOZNA�ATX SOWOKUPNOSTX TEH
WYRAVENIJ IZ Tm�P �� KOTORYE PRINIMA�T TOLX

KO BULEWSKIE ZNA�ENIQ �� ILI ��� wYRAVENIQ IZ
Fm�P � NAZYWA�TSQ FORMULAMI�

oPERATORY� WHODQ�IE W BLOK
SHEMU�MOGUT IMETX SLE

DU��IJ WID�

NA�ALO�

Op�n� �
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�����
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USLOWIEM PROGRAMMY P �

PRISWAIWANIE�

Op�n� �
�
x �� e
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GDE
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� e � NEKOTOROE WYRAVENIE�

PROWERKA USLOWIQ�

Op�n� �
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GDE b � NEKOTORAQ FORMULA�

POSYLKA SOOB�ENIQ�

Op�n� �
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P � � E
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� P � � IMQ PROGRAMMY� KOTOROJ POSYLAETSQ SO

OB�ENIE� I
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� E � SPISOK WYRAVENIJ� ZNA�ENIQ KOTORYH PO

SYLA�TSQ PROGRAMME P ��

POLU�ENIE SOOB�ENIQ�

Op�n� �
�
X � P �
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GDE

� P � � IMQ PROGRAMMY� OT KOTOROJ PRIHODIT

SOOB�ENIE� I
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NO�ENI� K SISTEME UBP � I DOSTAWLQTX IH W TOM VE

PORQDKE I BEZ ISKAVENIJ PROGRAMME Out �TOVE QWLQ�

�EJSQ WNE�NEJ PO OTNO�ENI� K SISTEME UBP �� pRED

POLAGAETSQ� �TO W PROCESSE DOSTAWKI PEREDAWAEMYE SO
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PAKETY OT ReceiverA� A POSYLAET IH SenderU� e� PERE
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�� pOSYLKA ILI PRI�M SOOB�ENIQ�
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ei � ��xi�

nIVE DLQ KAVDOJ PODSTANOWKI � WIDA ������ I KAV
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SOK

���e��� � � � � ��en���

eSLI U DEJSTWIQ OTSUTSTWUET KOMPONENTA� SWQZANNAQ
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dANNOE OTOBRAVENIE NAZYWAETSQ SOSTOQNIEM PROGRAM

MY P W MOMENT WREMENI t� sOWOKUPNOSTX WSEH WOZMOV

NYH SOSTOQNIJ PROGRAMMY P OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM

S�P ��
nIVE DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ � I KAVDOGO WYRAVE


NIQ e IZ Tm�P � ZNAKOSO�ETANIE ��e� OBOZNA�AET ZNA�E

NIE� POLU�AEMOE

� ZAMENOJ KAVDOJ PEREMENNOJ x W e NA ZNA�ENIE ��x��
I

� PRIMENENIEM W POLU�IW�EMSQ WYRAVENII OPERA

CIJ� SOOTWETSTWU��IH FUNKCIONALXNYM SIMWO

LAM� WHODQ�IM W e�

kAVDYJ �AG t FUNKCIONIROWANIQ GRAFOWOJ MODE

LI P NA�INAETSQ S WYBORA TAKOGO REBRA f S NA�ALOM W

�t�atP �� �TO DEJSTWIE hfi WOZMOVNO WYPOLNITX� pOSLE
�TOGO WYPOLNQETSQ DEJSTWIE hfi� I PROISHODIT PEREHOD
W WER�INU� QWLQ��U�SQ KONCOM REBRA f � w �TOJ WER

�INE MY BUDEM NAHODITXSQ W MOMENT t� ��

dEJSTWIE hfi WYPOLNQETSQ PUT�M POSLEDOWATELXNOGO
WYPOLNENIQ WSEH EGO KOMPONENTOW� SNA�ALA WYPOLNQTSQ
PERWAQ KOMPONENTA� POTOM 
 DRUGAQ �ESLI ONA ESTX�� ZA

TEM 
 TRETXQ �ESLI ONA ESTX��

kOMPONENTA ������ WYPOLNQETSQ PUT�M WY�ISLENIQ

ZNA�ENIQ FORMULY �� I

� ESLI ONO RAWNO �� TO WYPOLNENIE WSEGO DEJSTWIQ
QWLQETSQ NEWOZMOVNYM�

� INA�E 
 WYPOLNENIE DEJSTWIQ PRODOLVAETSQ�

wYPOLNENIE KOMPONENTOW ������ I ������ PROISHODIT
ANALOGI�NO WYPOLNENI� SOOTWETSTWU��IH OPERATOROW

W BLOK
SHEMAH�
wYPOLNENIE KOMPONENTY ������ PROISHODIT PUT�M

� WY�ISLENIQ ZNA�ENIQ WYRAVENIJ e�� � � � � en� I

� ZANESENIQ �TIH ZNA�ENIJ W PEREMENNYE x�� � � � � xn
SOOTWETSTWENNO� T�E�

�t���x��
def
� �t�e��� � � � � �t���xn�

def
� �t�en�

	���� pREOBRAZOWANIE PROGRAMM W IH GRA�

FOWYE MODELI

aLGORITM POSTROENIQ PO BLOK
SHEME PROGRAMMY P E�

GRAFOWOJ MODELI IMEET SLEDU��IJ WID�

�� nA KAVDOM REBRE BLOK
SHEMY RISUETSQ TO�KA�

�� dLQ KAVDOJ WER�INY n BLOK
SHEMY� I KAVDOJ PA

RY F�� F� R�BER BLOK
SHEMY� TAKIH �TO F� WHODIT
W n� A F� 
 WYHODIT IZ n

�a� RISUETSQ REBRO f � SOEDINQ��EE TO�KU NA F�
S TO�KOJ NA F��

�b� NA �TOM REBRE f RISUETSQ METKA hfi� OPREDE

LQEMAQ SLEDU��IM OBRAZOM�

i� ESLI Op�n� IMEET WID ������ TO

hfi
def
�
�
e�x

 
ii� ESLI Op�n� IMEET WID ������ I REBRO� WY


HODQ�EE IZ n� POME�ENO SIMWOLOM ����
TO

hfi
def
�
�
b �

 
iii� ESLI Op�n� IMEET WID ������ I REBRO� WY


HODQ�EE IZ n� POME�ENO SIMWOLOM ����
TO

hfi
def
�
�
�b �

 
iv� ESLI Op�n� IMEET WID ����� ILI ������ TO

hfi SOWPADAET S Op�n��

v� ESLI Op�n� IMEET WID ������ TO DEJSTWIE
hfi PUSTO �NE SODERVIT NI ODNOJ KOMPO

NENTY��

�� eSLI IMEETSQ HOTQ BY ODNO REBRO f S PUSTYM DEJ

STWIEM hfi� TO

�a� OBOZNA�IM NA�ALO I KONEC REBRA f SIMWOLAMI

� I 
� SOOTWETSTWENNO�

�b� KAVDOE IZ R�BER� WYHODQ�EE IZ 
�� PREOBRA

ZUEM W REBRO S TOJ VE METKOJ� WYHODQ�EE IZ

��

�c� UDALIM REBRO f I TO�KU 
��

dANNAQ OPERACIQ POWTORQETSQ DO TEH POR POKA NE

OSTANETSQ NI ODNOGO REBRA f S PUSTYM DEJSTWIEM�

�� oSTAW�IESQ TO�KI QWLQ�TSQ WER�INAMI GRAFO

WOJ MODELI�

�� Start�P � ESTX TO�KA� NARISOWANNAQ NA REBRE� WY

HODQ�EM IZ NA�ALXNOJ WER�INY BLOK
SHEMY�

nAPRIMER� GRAFOWYE MODELI PROGRAMM IZ SISTEMY

UBP � A TAKVE PROGRAMMY Spec� IME�T WID� IZOBRAV�N

NYJ NA RIS� �� �� 	� I 
�

nA�INAQ SO SLEDU��EGO PUNKTA� MY BUDEM NAZYWATX

GRAFOWYE MODELI PROGRAMM PROSTO PROGRAMMAMI�

��



����
�
�
�
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�����

�����

����	

�����

����� �����

������

�

�

�

�

� �

�
�
�
�
�
�
�
���

�
�
�
�
�
�
�
���

A
A
A
A
A
A
A
AAU

A
A
A
A
A
A
A
AAU

g � In �g� k�� B�

�g � s�k��� �g �� s�k���

���g� �s�k��g�

�g�s�in��

�in � ��in�

�in�k�

B� � �g� k�

rIS� �� gRAFOWAQ MODELX PROGRAMMY Sender �

��� rEDUKCIQ PROGRAMM

sLOVNOSTX PROCEDURY WERIFIKACII SISTEM ZAWISIT OT

SLOVNOSTI IH MODELEJ� �EM MENX�E RAZMER MODELI� TEM
PRO�E E� WERIFICIROWATX�

w DANNOM PUNKTE MY IZLAGAEM ODIN METOD PREOBRA

ZOWANIQ PROGRAMM� KOTORYJ POZWOLQET UMENX�ATX IH

RAZMER�

	���� kOMPOZICIQ DEJSTWIJ

pUSTX P � NEKOTORAQ PROGRAMMA� I 
� I 
� � PARA E�
DEJSTWIJ�

w TOM SLU�AE� KOGDA 
� I 
� UDOWLETWORQ�T NEKOTO

RYM USLOWIQM� WOZMOVNO OPREDELITX DEJSTWIE� NAZY

WAEMOE KOMPOZICIEJ 
� I 
�� KOTOROE ZAKL��AETSQ W
POSLEDOWATELXNOM WYPOLNENII 
� I 
��

oDNO IZ �TIH USLOWIJ 
 HOTQ BY ODNO IZ DEJSTWIJ


�� 
� DOLVNO BYTX WNUTRENNIM�
oBOZNA�IM

� SIMWOLAMI �� I �� � KOMPONENTY �USLOWIE� DEJ

STWIJ 
� I 
�� I

� SIMWOLAMI �� I �� � KOMPONENTY �PODSTANOWKA�
DEJSTWIJ 
� I 
��

kOMPOZICIEJ 
� I 
� NAZYWAETSQ DEJSTWIE� OBO

ZNA�AEMOE ZNAKOSO�ETANIEM


�
� ����	�

I OPREDELQEMOE SLEDU��IM OBRAZOM�

�� KOMPONENTA �USLOWIE� DEJSTWIQ ����	� IMEET WID

�� � ������

����
�
�
�
��

����� ���������	

�����

����������

�����

�

� �

�

�

��

� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�RB� � �m� l� �h�out� � ���

Out� r�out�

�m �� ��� �m � ���

���h�l��
�m�r�l��

�m� l�� B�

�h�out� � ���

�out� ��out�

rIS� �� gRAFOWAQ MODELX PROGRAMMY Receiver �

�� KOMPONENTA �PODSTANOWKA� IMEET WID

���� ����
�

GDE ZNAKOSO�ETANIE ����
� OBOZNA�AET PODSTANOW

KU� NAZYWAEMU� KOMPOZICIEJ PODSTANOWOK �� I
��� I OPREDELQEMU� SLEDU��IM OBRAZOM�

�x � V ar�P � �������x�
def
� ������x��

�� ESLI

� 
� SODERVIT KOMPONENTU X � P �� I

� FORMULA ������ NE ZAWISIT OT PEREMENNYH IZ
X�

TO ����	� SODERVIT TAKU� VE KOMPONENTU�

�� ESLI

� 
� SODERVIT KOMPONENTU X � P �� I

� DLQ WSEH y � V ar�P � nX ��y� NE ZAWISIT OT
PEREMENNYH IZ X�

TO ����	� SODERVIT TAKU� VE KOMPONENTU�

�� ESLI 
� SODERVIT KOMPONENTU P � � E� TO ����	�
SODERVIT TAKU� VE KOMPONENTU�

�� ESLI 
� SODERVIT KOMPONENTU P � � E� TO ����	�
SODERVIT KOMPONENTU

P � � ���E�

w TEH SLU�AQH� KOGDA USLOWIQ W PUNKTAH � I � NE

WYPOLNENY� DEJSTWIE ����	� NE OPREDELENO�

��



����
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�
��

�����

�����

�����

��

�

�
�

�������

����x� � ���

�v�� t��� S �x� 
 f�v�� t��g�x��

�x� 
 f�f�v��� t��g�x��R� �v�� t��

�x� n f�v�� t��g�x��

�x� �� ���

�choose�x����v�� t���

rIS� 	� gRAFOWAQ MODELX PROGRAMMY Bu�er
�
�

	���� oPREDELENIE REDUKCII PROGRAMM

oPERACIQ REDUKCII PROGRAMMY ZAKL��AETSQ W UDALE

NII IZ NE� ODNOJ WER�INY I PREOBRAZOWANII NEKOTORYH

R�BER�
dANNU� OPERACI� MOVNO PRIMENITX W TOM SLU�AE�

KOGDA W PROGRAMME P IMEETSQ REBRO f�� OBLADA��EE
PERE�ISLENNYMI NIVE SWOJSTWAMI�

dLQ FORMULIROWKI �TIH SWOJSTW MY WWED�M SLEDU

��IE OBOZNA�ENIQ�

� nA�ALO I KONEC REBRA f� OBOZNA�IM SIMWOLAMI n�
I n SOOTWETSTWENNO�

� sPISOK WSEH R�BER� WYHODQ�IH IZ n� OBOZNA�IM
ZNAKOSO�ETANIEM

f�� � � � � fk ������

� kONCY R�BER IZ SPISKA ������ OBOZNA�IM SIMWOLA

MI

n�� � � � � nk ������

� uSLOWIQ DEJSTWIJ hf�i� hf�i� � � � � hfki OBOZNA�IM SIM

WOLAMI

��� ��� � � � � �k

nEOBHODIMYE USLOWIQ DLQ PRIMENENIQ OPERACII RE

DUKCII ZAKL��A�TSQ W SLEDU��EM�

�� n� �� n�

�� n �� Start�P ��

�� SU�ESTWU�T KOMPOZICII DEJSTWIJ

hf�ihf�i� � � � � hf�ihfki ������

����
�
�
�
��

�����

����� ����� �����

�

� �

� �

�

�

� �

f � In

�q �� ��� Out� �rst�q�

�tail�q��q�

f � In �q � f�q��q � ���

rIS� 
� gRAFOWAQ MODELX PROGRAMMY Spec�

�� ESLI DEJSTWIE hf�i � WNUTRENNEE� TO DLQ KAVDOGO
REBRA f � WYHODQ�EGO IZ n�� ZA ISKL��ENIEM f��
SLEDU��AQ FORMULA QWLQETSQ TAWTOLOGIEJ�

��� � ���

GDE � � USLOWIE DEJSTWIQ hfi�

�� ESLI DEJSTWIE hf�i � NE WNUTRENNEE� TO SLEDU��IE
FORMULY QWLQ�TSQ TAWTOLOGIQMI�

k�
i��

�i I
�

��i�j�k

���i � �j�

eSLI DANNYE USLOWIQ WYPOLNENY� TO K PROGRAMME P
MOVNO PRIMENITX OPERACI� REDUKCII� KOTORAQ ZA

KL��AETSQ W WYPOLNENII SLEDU��IH DEJSTWIJ�

� UDALENIE WER�INY n I R�BER f�� f�� � � � � fk�

� DOBAWLENIE NOWYH R�BER IZ n� W WER�INY IZ SPIS

KA ������ S METKAMI IZ SPISKA ������ SOOTWETSTWEN

NO�

� UDALENIE WER�IN� NEDOSTIVIMYH IZ NA�ALXNOJ WER

�INY�

� UDALENIE CIKLOWYH R�BER S ODNOKOMPONENTNYMI

DEJSTWIQMI WIDA � ��

� UDALENIE BESPOLEZNYH PRISWAIWANIJ �POSLE KOTO

RYH NOWYE ZNA�ENIQ PEREMENNYH NE ISPOLXZU�T

SQ��

oPERACIQ REDUKCII UMENX�AET �ISLO WER�IN� mO

VET OKAZATXSQ TAK� �TO K REDUCIROWANNOJ PROGRAMME

OPQTX MOVNO PRIMENITX OPERACI� REDUKCII� pRIMENE

NIE DANNOJ OPERACII NESKOLXKO RAZ MOVET SU�ESTWENNO

UMENX�ITX �ISLO WER�IN ANALIZIRUEMOJ PROGRAMMY�
nAPRIMER� PRIMENENIE OPERACII REDUKCII K PROGRAM

MAM IZ SISTEMY UBP UMENX�AET IH RAZMER W SREDNEM

W � RAZA�

��
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�

g � In

�in� ��in� g�s�in � ���
B� � �g� in�

�g �� s�k���

B� � �s�k�� k�

�g � s�k���

B� � ��� k�

�

�

�

�g� k�� B�

rIS� ��� Sender �
�

	���� pRIMER REDUKCII PROGRAMM

w REZULXTATE PRIMENENIQ OPERACII REDUKCII K PRO

GRAMMAM IZ SISTEMY UBP POLU�A�TSQ PROGRAMMY

Sender�� Receiver�� Bu�er �i �i � f�� �g�� Spec�

IZOBRAV�NNYE NA RIS� �� � ���

��� oTNO�ENIQ PEREHODA

	���� sOBYTIQ

sOBYTIEM NAZYWAETSQ ZNAKOSO�ETANIE ODNOGO IZ SLE

DU��IH WIDOW�

� P � D �PEREDA�A SPISKA ZNA�ENIJ D PROGRAMME

P ��

� D � P �PRI�M SPISKA ZNA�ENIJ D OT PROGRAMMY

P ��

� � �WNUTRENNEE SOBYTIE��

GDE P � NEKOTORAQ PROGRAMMA� D � NEKOTORYJ SPISOK
ZNA�ENIJ IZ D
� I � � NEKOTORYJ SPECIALXNYH SIMWOL�

mNOVESTWO WSEH SOBYTIJ OBOZNA�AETSQ SIMWOLOMM�

	���� oTNO�ENIE PEREHODA NA SOSTOQNI�

QH PROGRAMMY

pUSTX P � NEKOTORAQ PROGRAMMA�
w DANNOM PUNKTE MY OPREDELQEM OTNO�ENIE PERE


HODA ��� WIDA

� 	 S�P � �M� S�P �

����
�
�
�
��

�����

�����
�

�

�

�m� l�� B�

�m �� ���

B� � �m� l�

�m�r�l��

�m � ���

���h�l��

�

� �

� 
�
�h�out� � ���

Out� r�out�

�out � ��out�

�h�out� � ���

rIS� ��� Receiver �
�

eSLI TROJKA ��� �� ��� PRINADLEVIT ���� TO DANNYJ FAKT
BUDET OBOZNA�ATXSQ ZNAKOSO�ETANIEM

� �� �� � ������

sOOTNO�ENIE ������ IMEET MESTO W TOM I TOLXKO W

TOM SLU�AE� KOGDA SU�ESTWUET REBRO f IZ F �P �� OBLA

DA��EE PERE�ISLQEMYMI NIVE SWOJSTWAMI�w FORMULI

ROWKE DANNYH SWOJSTW SIMWOLY � I � OBOZNA�A�T KOM

PONENTY �USLOWIE� I �PODSTANOWKA� DEJSTWIQ hfi�

�� wER�INY ��atP � I ���atP � QWLQ�TSQ SOOTWETSTWEN

NO NA�ALOM I KONCOM REBRA f �

�� ���� � ��

�� eSLI hfi WNUTRENNEE DEJSTWIE� TO

� � � I �� � ��

GDE SIMWOL �� OBOZNA�AET SOSTOQNIE� SOPOSTAWLQ

��EE PEREMENNOJ x � V ar�P � ZNA�ENIE ����x���

�� eSLI hfi SODERVIT KOMPONENTU P � � E� TO

� � P � � ��E� I �� � ��

�� eSLI hfi SODERVIT KOMPONENTU X � P �� TO

� � D � P � I �� � � �D�X� �

DLQ NEKOTOROGO D � DX �

��



����
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�	

�����

��

�

�v�� t��� S

�x� 
 f�v�� t��g � x��

��x� n f�v�� t��g� 


f�f�v��� t��g � x��

R� �v�� t��

�x� n f�v�� t��g � x��

�

�

�

�x� �� ���

�choose�x�� � �v�� t���

rIS� ��� Bu�er �

�
�

����
�
�
�
��

�	 
�� �

f � In

�q � f � q�

�q �� ���

Out� �rst�q�

�tail�q� � q�

rIS� ��� Spec�
�

	���� oTNO�ENIE PEREHODA NA SOSTOQNI�

QH SISTEMY

sOSTOQNIEM SISTEMY � WIDA ������ NAZYWAETSQ SPISOK
 WIDA

 � ���� � � � � �n� ������

TAKOJ� �TO DLQ KAVDOGO i � f�� � � � � ng �i � S�Pi��
sOSTOQNIE SISTEMY � MOVNO RASSMATRIWATX KAK FUNK


CI� WIDA

 � V ar����D

GDE

V ar���
def
� V ar�P�� 
 � � � 
 V ar�Pn�

mNOVESTWO WSEWOZMOVNYH SOSTOQNIJ SISTEMY� OBO

ZNA�AETSQ SIMWOLOM S����

sOSTOQNIE ������ NAZYWAETSQ NA�ALXNYM� ESLI DLQ
KAVDOGO i � f�� � � � � ng IMEET MESTO RAWENSTWO

�i�Init�Pi�� � ��

w DANNOM PUNKTE MY OPREDELQEM OTNO�ENIE PERE

HODA ��� WIDA

� 	 S��� �M� S���

eSLI TROJKA � � �� �� PRINADLEVIT DANNOMU OTNO�E

NI�� TO �TOT FAKT BUDET OBOZNA�ATXSQ ZNAKOSO�ETANI

EM

 ��  � � ������

pUSTX  I  � IME�T WID

 � ���� � � � � �n��  � � ����� � � � � �
�
n�

sOOTNO�ENIE ������ IMEET MESTO W ODNOM IZ SLEDU��IH
SLU�AEW�

wNE�NEE SOBYTIE�
w DANNOM SLU�AE � IMEET WID

D � P ILI P � D �GDE P �� ��

I DLQ NEKOTOROGO INDEKSA i

� �i �� ��i � I

� �j � ��j DLQ WSEH j �� i�

wNUTRENNEE SOBYTIE�
w DANNOM SLU�AE � � � � I

�� LIBO DLQ NEKOTOROGO INDEKSA i

� �i
�
� ��i� I

� �j � ��j DLQ WSEH j �� i�

�� LIBO DLQ NEKOTOROJ PARY i� j RAZLI�NYH IN

DEKSOW

�
�i �Pj�D

��i I �j �D�Pi
��j

DLQ NEKOTOROGO D � D


� �k � ��k DLQ WSEH k �� i� j�

��� �KWIWALENTNOSTX SISTEM

pONQTIE �KWIWALENTNOSTI SISTEM POZWOLQET DATX TO�

NOE OPREDELENIE SOOTWETSTWIQ SISTEMY SWOEJ SPECIFI

KACII� mY BUDEM S�ITATX� �TO SISTEMA � SOOTWETSTWU

ET SPECIFIKACII Spec� ESLI IMEETSQ �KWIWALENTNOSTX

MEVDU SISTEMOJ � I SISTEMOJ �ILI PROGRAMMOJ�� PRED

STAWLQ��EJ SPECIFIKACI� Spec�

	�	�� pONQTIE �KWIWALENTNOSTI SISTEM

pUSTX � � NEKOTORAQ SISTEMA�
nA MNOVESTWE S��� MOVNO WWESTI STRUKTURU ORIEN


TIROWANNOGO RAZME�ENNOGO GRAFA� W TOM SLU�AE� KOGDA
IMEET MESTO SOOTNO�ENIE �������MY BUDEM S�ITATX� �TO
DANNYJ GRAF SODERVIT REBRO IZ  W  � S METKOJ ��

nIVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX SLEDU��IE OBOZNA�E

NIQ� DLQ WSEH  �� � � S���

� ZNAKOSO�ETANIE

 � ���

 �

OZNA�AET� �TO LIBO  � �  �� LIBO W OPREDEL�NNOM
WY�E GRAFE ESTX PUTX IZ  � W  �� KAVDOE REBRO
KOTOROGO IMEET METKU � �

��



� ZNAKOSO�ETANIE

 � ���
 � ������

OZNA�AET� �TO


 ILI � � � I  � �  ��


 ILI IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ

 � ���

 ��
��  ��

���

 �

GDE  ��� 
�
� � NEKOTORYE SOSTOQNIQ IZ S����

sISTEMY �� I �� NAZYWA�TSQ �KWIWALENTNYMI

�DANNYJ FAKT OBOZNA�AETSQ ZNAKOSO�ETANIEM �� � ����
ESLI SU�ESTWUET BINARNOE OTNO�ENIE

R 	 S����� S����

�NAZYWAEMOE BIMODELIROWANIEM�� TAKOE� �TO

�� DLQ KAVDOGO NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ  � SISTEMY ��
SU�ESTWUET NA�ALXNOE SOSTOQNIE  � SISTEMY ���
TAKOE� �TO

� �� �� � R ������

�� DLQ KAVDOGO NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ  � SISTEMY ��
SU�ESTWUET NA�ALXNOE SOSTOQNIE  � SISTEMY ���
TAKOE� �TO IMEET MESTO ������

�� DLQ

� KAVDOJ PARY � �� �� � R� I

� KAVDOGO SOSTOQNIQ  �� � S����� TAKOGO� �TO

 � ��  ��

DLQ NEKOTOROGO � �M

SU�ESTWUET SOSTOQNIE  �� � S���� TAKOE� �TO

� ��� 
�
�� � R I  � ���

 ��

�� DLQ

� KAVDOJ PARY � �� �� � R� I

� KAVDOGO SOSTOQNIQ  �� � S����� TAKOGO� �TO

 � ��  ��

DLQ NEKOTOROGO � �M

SU�ESTWUET SOSTOQNIE  �� � S���� TAKOE� �TO

� ��� 
�
�� � R I  � ���

 ��

aNALOGI�NYM OBRAZOM FORMULIRUETSQ PONQTIE �K

WIWALENTNOSTI PROGRAMM�

nETRUDNO DOKAZATX� �TO ��� DEJSTWITELXNO QWLQET

SQ OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI �T�E� ONO REFLEKSIWNO�
SIMMETRI�NO I TRANZITIWNO��

	�	�� sWOJSTWA OTNO�ENIQ �KWIWALENT�

NOSTI SISTEM

nIVE MY PRIWODIM BEZ DOKAZATELXSTWA DWA UTWERVDE

NIQ� OTNOSQ�IESQ K PONQTI� �KWIWALENTNOSTI SISTEM�
dANNYE UTWERVDENIQ BUDUT ISPOLXZOWATXSQ W PUNKTE

��� DLQ WERIFIKACII SISTEMY UBP �

uTWERVDENIE ��
pUSTX PROGRAMMA P � POLU�AETSQ IZ PROGRAMMY P

PRI POMO�I REDUKCII� tOGDA P � P ��

dLQ DOKAZATELXSTWA DANNOGO UTWERVDENIQ NUVNO PO

STROITX BIMODELIROWANIE R MEVDU P I P ��

pUSTX P � POLU�AETSQ IZ P PREOBRAZOWANIQMI� OPI

SANNYMI W PUNKTE ������mY BUDEM ISPOLXZOWATX TE OBO

ZNA�ENIQ DLQ UDALQEMYH R�BER� KOTORYE PRIWEDENY W

�TOM PUNKTE�
rASSMOTRIM DWA SLU�AQ�

�� hf�i � WNUTRENNEE DEJSTWIE� w �TOM SLU�AE

R
def
� f��� �� j � � S�P �g 
 f��� ��� j f� � �

�
� ��g

�� hf�i SODERVIT KOMPONENTU� SWQZANNU� S PRI�MOM

ILI PEREDA�EJ SOOB�ENIQ �I� SLEDOWATELXNO� WSE
DEJSTWIQ hf�i� � � � � hfki � WNUTRENNIE�� w �TOM SLU

�AE

R
def
� f��� �� j � � S�P �g 


f��� ��� j fi � �
�
� ��� i � �� � � � � kg�

uTWERVDENIE ��
pUSTX � I �� � SISTEMY WIDA

� � �P�� � � � � Pn�� �� � �P �
�� � � � � P

�
n�

I DLQ KAVDOGO i � �� � � � � n Pi � P �
i � tOGDA � � ���

��	 wERIFIKACIQ SISTEMY UBP

	�
�� zADA�A WERIFIKACII

zADA�A WERIFIKACII SISTEMY UBP ZAKL��AETSQ W TOM�
�TOBY DOKAZATX �KWIWALENTNOSTX

�Sender�Receiver�Bu�er ��Bu�er�� � Spec� ����	�

sOGLASNO UTWERVDENIQM � I � IZ PUNKTA ������ SOOT

NO�ENIE ����	� �KWIWALENTNO SOOTNO�ENI�

�Sender�� Receiver��Bu�er ���Bu�er
�
�� � Spec�� ����
�

nIVE MY BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM � SISTEMU W

LEWOJ �ASTI SOOTNO�ENIQ ����
�� A WHODQ�IE W NE� PRO

GRAMMY � SIMWOLAMI S� R� B� I B� SOOTWETSTWENNO�

dLQ DOKAZATELXSTWA SOOTNO�ENIQ ����
� NEOBHODIMO
OPREDELITX BIMODELIROWANIE MEVDU � I Spec��

�	



	�
�� nEFORMALXNOE OBSUVDENIE FUNK�

CIONIROWANIQ SISTEMY �

fUNKCIONIROWANIE SISTEMY � MOVNO INTERPRETIROWATX
KAK SOZDANIE I OBRABOTKU PAKETOW�

dLQ KAVDOGO j 
 � PAKET S NOMEROM j PROHODIT NE

SKOLXKO STADIJ PRI SWO�M DWIVENII W SISTEME ��

�� SOZDANIE j�GO PAKETA �W PROGRAMME S� W MOMENT
POSTUPLENIQ W SISTEMU j�GO SOOB�ENIQ OT PRO

GRAMMY In��

�� PERESYLKA j�GO PAKETA OT ODNOJ PROGRAMMY SIS

TEMY � K DRUGOJ PROGRAMME SISTEMY � PO R�BRAM

NA RIS� ��

�� MODIFIKACIQ j�GO PAKETA �W PROGRAMMAH B�� B�

ILI S��

�� UNI�TOVENIE j�GO PAKETA �W PROGRAMME R� W MO

MENT WYDA�I IZ SISTEMY j�GO SOOB�ENIQ PROGRAM

ME Out��

oTMETIM� �TO DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ  SISTEMY �
IMEET MESTO �KWIWALENCIQ�
B� W SOSTOQNII  

W SISTEME IMEETSQ

PAKET S NOMEROM j

�
CA �  j� out � j � in�

������
kAVDYJ WOZMOVNYJ WARIANTFUNKCIONIROWANIQ SIS


TEMY � SOOTWETSTWUET NEKOTOROMU PUTI �

� � � � ���
 � ���

� � �� ������

W ORIENTIROWANNOM GRAFE S MNOVESTWOM WER�IN S����
KOTORYJ BYL OPREDEL�N W PUNKTE ������

pOSKOLXKU KAVDYJ OPERATOR W PROGRAMMAH IZ SIS

TEMY � NE UMENX�AET ZNA�ENIQ PEREMENNYH in I out�
TO� SLEDOWATELXNO� SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

 ��in� �  ��in� � � � �

 ��out� �  ��out� � � � �
������

sLEDOWATELXNO�

� NOMER PERWOGO SOSTOQNIQ W POSLEDOWATELXNOSTI �������
W KOTOROM j�J PAKET PRISUTSTWUET W KAKOJ
LIBO IZ
PROGRAMM SISTEMY �� QWLQETSQ NAIMENX�IM IZ i�
UDOWLETWORQ��IH NERAWENSTWU

j �  i�in�

� NOMER POSLEDNEGO SOSTOQNIQ W POSLEDOWATELXNOSTI

������� W KOTOROM j�J PAKET PRISUTSTWUET W KAKOJ

LIBO IZ PROGRAMM SISTEMY �� QWLQETSQ NAIBOLX

�IM IZ k� UDOWLETWORQ��IH NERAWENSTWU

 k�out� � j

tAKIM OBRAZOM� TE SOSTOQNIQ IZ POSLEDOWATELXNOSTI
������� W KOTORYH j�J PAKET PRISUTSTWUET W KAKOJ
LIBO
IZ PROGRAMM SISTEMY �� OBRAZU�T SWQZNU� PODPOSLE

DOWATELXNOSTX ��j�� KOTORAQ

� QWLQETSQ PUSTOJ� W TOM SLU�AE� KOGDA PRI DANNOM
WARIANTE FUNKCIONIROWANIQ j�E SOOB�ENIE WOOB

�E NE POSTUPALO W SISTEMU�

� IMEET WID

��j� � � i ��i
 i�� ��i��

� � � ��k��
 k�
������

W TOM SLU�AE� KOGDA j�E SOOB�ENIE POSTUPILO W
SISTEMU W MOMENT WREMENI i I WYDA�TSQ IZ SISTE

MY PROGRAMME Out W MOMENT WREMENI k�

� QWLQETSQ BESKONE�NOJ

��j� � � i ��i
 i�� ��i��

� � �� ������

W TOM SLU�AE� KOGDA j�E SOOB�ENIE POSTUPILO W
SISTEMU W MOMENT WREMENI i� NO NIKOGDA NE WYDA

�TSQ PROGRAMME Out�

	�
�� oPREDELENIE BIMODELIROWANIQ MEV�

DU � I Spec�

iSKOMOE BIMODELIROWANIE R MY OPREDELQEM KAK SOWO

KUPNOSTX PAR � �� �� IZ S��� � S�Spec��� UDOWLETWORQ

��IH USLOWI�

 ��u� �  ��q�

GDE

� u
def
� �s�out�� � � � � s�in��

�SPISOK SOOB�ENIJ� KOTORYE POSTUPILI W SISTEMU�
NO E�� POKA NE WYDANY�

� q � PEREMENNAQ PROGRAMMY Spec��

dLQ DOKAZATELXSTWA TOGO� �TO DANNOE OTNO�ENIE DEJ

STWITELXNO QWLQETSQ BIMODELIROWANIEM� BUDUT ISPOLX

ZOWATXSQ NEKOTORYE INWARIANTY SISTEMY �� KOTORYE
OPREDELQ�TSQ W PUNKTE �����

	�
�� iNWARIANTY SISTEMY �

pONQTIE INWARIANTA

iNWARIANTOM SISTEMY NAZYWAETSQ PROIZWOLXNAQ FOR

MULA S PEREMENNYMI IZ MNOVESTWA V ar���� KOTORAQ QW

LQETSQ ISTINNOJ W KAVDOM SOSTOQNII DANNOJ SISTEMY�
DOSTIVIMOM IZ NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ� fORMULA � NA

ZYWAETSQ ISTINNOJ W SOSTOQNII  � ESLI

 ��� � � ������

sOOTNO�ENIE ������ MY BUDEM TAKVE ZAPISYWATX W WIDE

ZNAKOSO�ETANIQ

 j� �

�




dOKAZATELXSTWO TOGO� �TO NEKOTORAQ FORMULA � QW

LQETSQ INWARIANTOM SISTEMY� OBY�NO SOSTOIT IZ DOKA

ZATELXSTWA SLEDU��IH DWUH UTWERVDENIJ�

� ������ WERNO DLQ KAVDOGO NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ  �

� DLQ KAVDOJ PARY  � � SOSTOQNIJ� TAKIH� �TO

 ��  � DLQ NEKOTOROGO � � M

IZ ������ SLEDUET SOOTNO�ENIE  ���� � ��

wSPOMOGATELXNYE WYRAVENIQ I FORMULY

w RASSUVDENIQH O SISTEME � BUDUT ISPOLXZOWATXSQ SLE

DU��IE WYRAVENIQ S PEREMENNYMI IZ MNOVESTWA V ar����

� xi�j�
def
� xi � f�d� j� j d � Dg �j 
 �� i � �� ���

T�E� xi�j� ESTX MNOVESTWO PAKETOW S NOMEROM j W
BUFERE Bi�

� f
�d�
def
� ffk�d� j k 
 �g �d � D��

T�E� f
�d� ESTX MNOVESTWO� SOSTOQ�EE IZ d I WSEH
WOZMOVNYH ISKAVENIJ ZNA�ENIQ d�

oTMETIM� �TO IZ ���
� SLEDUET IMPLIKACIQ�

�d� � f
�d�� � �d � f
�d��� � d � d�� ������

nIVE DLQ KAVDOGO SPISKA e�� � � � � en FORMUL IH KON�

�NKCIQ e� � � � �� en BUDET OBOZNA�ATXSQ TAKVE ZNAKOSO

�ETANIEM ���

�	
e�

� � �

en


��
�� �

oPREDELIM WSPOMOGATELXNYE FORMULY� KOTORYE BU

DUT ISPOLXZOWATXSQ PRI OPREDELENII INWARIANTOW SIS

TEMY ��

� PASSING�j�
def
�

�
out � j � in

h�j� � �

�
�j�E SOOB�ENIE NAHODITSQ W SISTEME� NO POKA E��
NET GARANTII� �TO ONO BYLO PEREDANO PROGRAMME
R USPE�NO��

� S�j�
def
� S��j� � S��j�� GDE

S��j�
def
�

�
atS � �

in � j

�
� S��j�

def
�

�
atS � �

k � j

�

�LIBO W PROGRAMME S SOZDAN PAKET S NOMEROM j�
LIBO W PROGRAMMU S PRI��L OT B� PAKET S NOME

ROM j�

� R�j�
def
�

�
atR � �

l � j

�
�W PROGRAMMU R PRI��L PAKET S NOMEROM j�

� Bi�j�
def
� �xi�j� �� �� �i � �� ��

�W BUFERE Bi IMEETSQ PAKET S NOMEROM j�

� ��j�
def
�

W
P��

P �j�

�PAKET S NOMEROM j PRISUTSTWUET W ODNOJ IZ PRO

GRAMM IZ SISTEMY ��

� MUTEX�j�
def
�

V
P ��P ���

�

�
P �j�

P ��j�

�

�PAKET S NOMEROM j NE MOVET PRISUTSTWOWATX OD

NOWREMENNO W DWUH RAZNYH PROGRAMMAH IZ SISTE

MY ���

oPREDELENIE INWARIANTOW

iNWARIANTY SISTEMY � IME�T SLEDU��IJ WID�

F�� �out � j � in� �

�
��j�

MUTEX�j�

�

F�� out � in� �

F�� �d� j� � x� �

���
�	

PASSING�j�

�d � ��� �s�j� � r�j��

�d �� ��� �d � f
�s�j���


��
��

F	� �d� j� � x� �

���
�	

PASSING�j�

d � f
�r�j��

r�j� � f
�s�j��


��
��

F
� �h�j� � �� �

�
r�j� � s�j�

j � in

�

F�� jxi�j�j � � �i � �� ��

F�� �atS � �� �

�
PASSING�in�

g � s�in�

�

F
� �atS � �� �

���
�	

PASSING�k�

g � f
�r�k��

r�k� � f
�s�k��


��
��

F�� �atR � �� �

���
�	

PASSING�l�

�m � ��� �r�l� � s�l��

�m �� ��� �m � f
�s�l���


��
��

F��� �h�out� � �� � �atR � ��

dOKAZATELXSTWO TOGO� �TO FORMULY F��F�� DEJST

WITELXNO QWLQ�TSQ INWARIANTAMI SISTEMY �� PROIZWO

DITSQ NEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ� SNA�ALA USTANAWLI

WAETSQ� �TO FORMULA

���
i��

Fi

��



ISTINNA WO WSEH NA�ALXNYH SOSTOQNIQH SISTEMY �� A
ZATEM RASSMATRIWA�TSQ INDUKTIWNYE PEREHODY� w DAN

NOM DOKAZATELXSTWE ISPOLXZUETSQ IMPLIKACIQ �������

iNTERPRETACIQ INWARIANTOW

iNWARIANT F� MOVNO INTERPRETIROWATX KAK UTWERVDE

NIE O TOM� �TO DLQ KAVDOGO j 
 � I DLQ KAVDOGO PUTI
������ SOWOKUPNOSTX WSEH SOSTOQNIJ� WHODQ�IH W PODPO

SLEDOWATELXNOSTX ��j�� MOVNO RAZBITX NA � NEPERESE

KA��IHSQ KLASSA �NEKOTORYE IZ KOTORYH MOGUT BYTX

PUSTYMI�� W KOTORYH SOOTWETSTWENNO ISTINNY FORMU

LY

S�j�� R�j�� B��j�� B��j� ������

mY BUDEM OBOZNA�ATX DANNYE KLASSY TEMI VE SIMWO

LAMI� �TO I FORMULY IZ SPISKA ������� KOTORYE W NIH
ISTINNY�

w SWO� O�EREDX� KAVDYJ IZ PERE�ISLENNYH KLASSOW
MOVNO PODELITX NA NESKOLXKO NEPERESEKA��IHSQ POD

KLASSOW �NEKOTORYE IZ KOTORYH MOGUT BYTX PUSTYMI��
S U��TOM BOLEE DETALXNOJ INFORMACII O SOSTOQNIQH�

�� KLASS S�j� RAZBIWAETSQ NA � PODKLASSA� W KOTORYH
ISTINNY FORMULY

S��j� �A��j���
S��j�

g �� s�j�

�
�A��j��

�
S��j�

g � s�j�

�
�A��j��

SOOTWETSTWENNO

�� KLASS R�j� RAZBIWAETSQ NA � PODKLASSA� W KOTORYH
ISTINNY FORMULY�

R�j�

m �� s�j�� �

�
�A	�j��

�
R�j�

m � s�j�

�
�A
�j��

�
R�j�

m � �

�
�A��j��

SOOTWETSTWENNO

�� KLASS B��j� �KOTORYJ� NA OSNOWANII INWARIANTA

F�� ILI PUST� ILI SOSTOIT IZ ODNOGO �LEMENTA�
RAZBIWAETSQ NA � PODKLASSA� W KOTORYH ISTINNY
FORMULY�

x��j� � f�d� j�g

d � f
�s�j�� n fs�j�� �g

�
�A��j��

x��j� � f�s�j�� j�g �A
�j��

x��j� � f��� j�g �A��j��

SOOTWETSTWENNO

�� KLASS B��j� �KOTORYJ TOVE ILI PUST� ILI SOSTOIT
IZ ODNOGO �LEMENTA� RAZBIWAETSQ NA � PODKLASSA�
W KOTORYH ISTINNY FORMULY�

x��j� � f�d� j�g

d � f
�s�j�� n fs�j�g

�
�A���j��

x��j� � f�s�j�� j�g �A���j��

SOOTWETSTWENNO

pOLU�IW�IESQ �� KLASSOW SOSTOQNIJ IZ PODPOSLEDO

WATELXNOSTI ��j� MY BUDEM OBOZNA�ATX TEMI VE SIM

WOLAMI� �TO I OPREDELQ��IE IH FORMULY� T�E� A��j��
A���j�� dANNYE KLASSY MOVNO INTERPRETIROWATX KAK

SOSTOQNIQ j
GO PAKETA�
sOSTOQNIQ A��j��A���j� MOGUT BYTX PREDSTAWLENY

W WIDE DIAGRAMMY� IZOBRAV�NNOJ NA RIS� ��� sTRELKI
NA �TOJ DIAGRAMME IZOBRAVA�T IZMENENIE SOSTOQNIQ

I MESTA j�GO PAKETA W SISTEME �� sOSTOQNIE j�PAKETA
MOVET IZMENQTXSQ W SOOTWETSTWII SO STRELKAMI NA DIA

GRAMME �PRI TAKIH PEREHODAH SISTEMA � WYPOLNQET TO

LXKO WNUTRENNIE DEJSTWIQ�� dLQ KAVDOJ PARY  i� i��
SOSEDNIH SOSTOQNIJ IZ ��j�

� LIBO  i I  i�� NAHODQTSQ W ODNOM I TOM VE KLASSE�

� LIBO KLASSY� W KOTORYH NAHODQTSQ  i I  i��� SO

EDINENY STRELKOJ�

nIVE MY BUDEM POLXZOWATXSQ SLEDU��EJ LEMMOJ�

lEMMA�
pUSTX PARA Ap�j�� Aq�j� SOSTOQNIJ j�GO PAKETA

TAKOWA� �TO W DIAGRAMME NA RIS� �� SU�ESTWUET STRE�

LKA IZ Ap�j� W Aq�j��
tOGDA DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ  SISTEMY �� TA�

KOGO� �TO

 j� Ap�j�

SU�ESTWUET SOSTOQNIE  � SISTEMY �� TAKOE� �TO

 � j� Aq�j� I  ��  � �

	�
�� pROWERKA USLOWIJ � I �

uSLOWIQ � I � IZ OPREDELENIQ BIMODELIROWANIQ WERNY
PO PRI�INE TOGO� �TO

� RAWENSTWO

 ��u� � �

IMEET MESTO DLQ KAVDOGO NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ

 � SISTEMY �� I

� RAWENSTWO

 ��q� � �

IMEET MESTO DLQ KAVDOGO NA�ALXNOGO SOSTOQNIQ

 � SISTEMY Spec��

��



����A�

����A


����A�

����A��

����A��

����A�

����A


����A	

����A�

����A�

����A�
�


















�


















�

HH
HH

HH
HH

HHHY

HH
HH

HH
HH

HHHY

HHHHHHHHHHHHHHHj

HHHHHHHHHHHHHHHj

HHHHHHHHHHHHHHHj
















�
















�

�

�

�

�

g � s�j�

g �� s�j�

S��j�

�d� j�

�s�j�� j�

��� j�

�d� j�

�s�j�� j�

m �� f�� s�j�g

m � s�j�

m � �

S��j�

S�j�

R�j�

B��j�

B��j�

� In

Out�

rIS� ��� DIAGRAMMA SOSTOQNIJ j�GO PAKETA�

	�
�	 pROWERKA USLOWIQ �

pUSTX IME�TSQ SOSTOQNIQ  �� �� �� I SOBYTIE �� OB

LADA��IE SWOJSTWAMI� IZLOVENNYMI W FORMULIROWKE

USLOWIQ � W PUNKTE ������
dLQ OPREDELENIQ ISKOMOGO SOSTOQNIQ  �� MY RASSMOT


RIM TRI WOZMOVNYH WIDA SOBYTIQ ��

� � �� � � �d� In�� � � �Out� d�� ����	�

nIVE ZNAKOSO�ETANIE P � i� j �GDE P � PROIZWOLX

NAQ PROGRAMMA IZ �� OZNA�AET� �TO

 ��atP � � i I  ���atP � � j

�� � � � �

w �TOM SLU�AE  ���u� �  ��u��

oPREDELIM  ��
def
�  ��

�� � � �d� In��

�TO WOZMOVNO TOLXKO W SLU�AE S � � � �� w �TOM

SLU�AE

 ���in� �  ��in� � ��  ���s�in�� � d

tAKIM OBRAZOM�

 ���u� �  ���s�out�� � � � � s�in�� �

� ���s�out��� � � � � 
�
��s�in� ���� 

�
��s�in��� �

� ��s�out��� � � � � ��s�in��� d� �  ��u� � d

oPREDELIM

 ���q�
def
�  ��q� � d�  ���f�

def
� d

pEREHOD OT � K  �� OSU�ESTWLQETSQ PO LEWOMU REB

RU NA RIS� ���

�� � � �Out� d��

�TO WOZMOVNO TOLXKO W SLU�AE R � �� �� w �TOM

SLU�AE

 � j� �h�out� � �� ����
�

 ��r�out�� � d ������

 ���out� �  ��out� � � ������

iZ ����
� NA OSNOWANII F
 SLEDUET SOOTNO�ENIE

 � j�

�
r�out� � s�out�

out � in

�
������

rAWENSTWO  ��u� �  ��q� MOVNO ZAPISATX SLEDU�

�IM OBRAZOM�

 ��s�out�� s�out� ��� � � � � s�in�� �

�  ���rst�q�� �  ��tail�q��

OTKUDA SLEDU�T RAWENSTWA

 ��s�out�� �  ���rst�q�� ������

I

 ��s�out� ��� � � � � s�in�� �  ��tail�q�� ������

iZ ������� ������ I ������ SLEDUET RAWENSTWO

 ���rst�q�� � d ������

iZ ������ I ������ SLEDUET RAWENSTWO

 ���u� �  ��tail�q�� ������

��



oPREDELIM

 ���q�
def
�  ��tail�q���  ���f�

def
�  ��f�

pEREHOD OT  � K  
�
� OSU�ESTWLQETSQ PO PRAWOMU

REBRU NA RIS� ���

	�
�
 pROWERKA USLOWIQ �

pUSTX IME�TSQ SOSTOQNIQ  �� �� 
�
� I SOBYTIE �� OB


LADA��IE SWOJSTWAMI� IZLOVENNYMI W FORMULIROWKE

USLOWIQ � W PUNKTE ������
dLQ OPREDELENIQ ISKOMOGO SOSTOQNIQ  �� MY RASSMOT


RIM WOZMOVNYE WIDY SOBYTIQ � �SM� ����	��� zAMETIM�
�TO SLU�AJ � � � NEWOZMOVEN WWIDU STRUKTURY PRO

GRAMMY Spec��

sLU�AJ � � �d� In�

dANNYJ WID � WOZMOVEN TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA
PEREHOD OT  � K  �� OSU�ESTWLQETSQ PO LEWOMU REBRU NA
RIS� ��� sLEDOWATELXNO�

 ���f� � d�  ���q� �  ��q� � d ��  ��u� � d�

nETRUDNO DOKAZATX� �TO SU�ESTWUET SOSTOQNIE  SIS

TEMY �� OBLADA��EE SLEDU��IMI SWOJSTWAMI�

 � ���

 ������

I

 j� �atS � ��

iZ ������ SLEDUET� �TO  ��u� �  �u�� OTKUDA POLU�AEM�

 �s�out�� � � � � s�in�� �  ��q��

oPREDELIM  �� SLEDU��IM OBRAZOM�

 ���atS�
def
� �

 ���in�
def
�  ��in� � �

 ���g�
def
� d

 ���s�in��
def
� d

�ZNA�ENIE  �� NA NEUKAZANNYH PEREMENNYH SOWPADAET SO
ZNA�ENIEM  � NA �TIH PEREMENNYH��

iMEEM�
 ��  ��

I

 ���u� �  ���s�out�� � � � � s�in�� �

� � ���s�out��� � � � � 
�
��s�in � ���� 

�
��s�in��� �

� � ��s�out��� � � � � ��s�in��� d� �

�  ��s�out�� � � � � s�in�� � d �  ��u� � d �

�  ��q� � d �  ���q�

T�E� � ��� 
�
�� � R�

sLU�AJ � � �Out� d�

dANNYJ WID � WOZMOVEN TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA
PEREHOD OT  � K  �� OSU�ESTWLQETSQ PO PRAWOMU REBRU
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�ENIEM�


�� pONQTIE MORFIZMA SISTEM

pUSTX ZADANY DWE SISTEMY

S � �Q� �� L� Q�� P �

S� � �Q�� ��� L�� Q���P ��
�	���

PRI��M P � P ��
mORFIZM IZ S W S� � �TO PROIZWOLXNOE BINARNOE
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P� 	 P�� IMEET MESTO IMPLIKACIQ

S� j� � � S j� �
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